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Асимптотика ширины лакун в снек।ре оператора Штурма—Лиувилля 
\ с периодическим аналитическим потенциалом

(Представлено чл.-корр. ЛИ Армянской ССР Р. Л. Ллсксандряном 16/11 1969)т- 1°. Введение. Рассмотрим уравнение<±. у" + / 2<7 (х) у = О (1)всей оси — со <^х<^ 4-<ю, где д (х)—непрерывная положительная периодическая функция с периодом /^>0.Известно, что непрерывная часть спектра оператора А, порож- денного уравнением (1) и периодическими краевыми условиями, со­стоит из зон устойчивости с присоединенными к ним граничными точ­ками зон неустойчивости. Дискретная часть спектра этого оператора отсутствует.11азовем лакуной непрерывной части спектра самосопряженного оператора А любой смежный интервал замкнутого множества С (А). Обозначим через Д ширину лакуны с центром в точке В настоя­щей работе вычислена ширина лакуны Д>. при Х-*4-оо для анали­тических функций д(х).В теореме 1 д (х) целая функция: формулы для Д, в этом слу­чае были получены ранее в физической работе А. М. Дыхне (*). В пункте 3’ получены новые формулы. В теореме 2 (х) —мероморфная функция, полученные формулы являются новыми. Оказывается, что асимптотика ширины лакун определяется комплексными нулями и полю­сами функции <7(х). При доказательстве этих теорем использовались Методы, изложенные М. А. Евграфовым и М. В. Федорюком (*>3).Известно, что решение уравнения (1) в виде Флоке можно на­писать так:у(х, >֊) = аехр (|1։(>.)х) ?։ (х, ).) 4- Р ехр (ра (') х) (х, ).), (2)гле (х, >.)(/— 1,2) периодические функции, р։ и — характеристи­ческие показатели. Обозначим р/= ехр(рД))).Лемма 1. Пусть у։ (х, >.) и у2(х, X) — два комплексно сопря­
женные, линейно независимые решения уравнения (/). Тогда урав­
нение для характеристических показателей можно записать в 
виде: 65
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где

р։ — 2Ке ар 1 - О,
у։(/. >) У8(О, ИУ։ (/. ') Уг(°» ') |^(У։У2)] ՛

Ц”(у։, У>) вронскиан решений у։ и у2. Из (2) и решения уравнения (3):р։.2 = Кеа±| (Роа)2—1

3 (г) Чп( И>(/)||бИ|, г =8ырз (г),V (*) ■где ։ (г) кононические пути. Обозначим через Ф совокупность всех л. С., через /Л —сферу Римана. Через Оо обозначим множество всех целых функций у (г) удовлетворяющих следующим условиям:1) Ф = Ф, ф\/^ф|/; Я Я2) 11т 1т ;(г0, г)| = ֊1֊ оо,для всякой бесконечной л. С. /, и то же самое верно для—У (г)- 3) все нули у (г) простые, ■4) < оо . "В (*) доказано, что если выполняются условия 1), 2), то всякая связная компонента множества 7?ДФ является или областью типа ио* л\плоскости, или полосы, т. е. ;(г) однолистна с I) и 5(0) есть по­лоса (полуплоскость) вила а < ре с </> (|?е ; > а или Ч?е;<а).Л е м м а 2. Пусть у (г) £ и ц (х) > о при - оо <х< -р оо. Тог­
ой < уществует область 1)0 типа полосы, содержащая веществен­
ную ось.

получаем условие ,Реа| (4)которое определяет юны неустойчивости или лакуны.2°. Случай, когда у(л) — целая функция. Нам необходимо пере­числить некоторые определения и факты из топологии линий Стокса (23). Пусть у (г) целая функция. Нули у (г) первого порядка назы­ваются простыми точками поворота. . Чинней Стокса (л. С.) для урав­нения (1) называется линия, выходящая из точки поворота, вдоль
՝ к '՛ 111которой Ре;(г0, г) = Ке I у (/) (И ֊֊ О. Из простой точки поворо­

те ՛ ՝та выхолят 3 линии Стокса. Обозначим/>"(;) __ 5_ (/>’ (г))* ։</>(г))42 32 (р(г))3 * 5 * * В'2’где р (г) = — у (г) и положим
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Доказательство проведено в (3). дИ(, составляется из двух связ­ных компонент I и1 (Iт г ^>0, ? < I'*),симметрично расположенных относительно вещественной оси, и Г периодические по Еег кривые с периодом /.Теорема 1. Пусть у (г) £ ро и ц (х) (I периодическая функ­
ция с периодом />0. Пусть расстояние по 1?ег между соседними 
точками поворота на I 1 равно I. Тогда имеют место следующие 
асимптотические формулы:I) если ).п — центр л-ой лакуны, то

П Г 
f п =-----

<?
J I <7(0 Л •
О

(5)
2) Для ширины л-ой лакуны Дл с центром в точке /л справед­лива формула:

а
fl ________________- Re $ (zozo) = Re г0^Г+—точка поворота. Me-г.то 1 доказательства заключается в следующем: асимптотику решений у, (л՜, /.), ) удовлетворяющих условиям леммы 1, мы продолжимв комплексную плоскость, что и дает возможность получить (5) и (6).2°. Доказанную теорему можно распространять на тот случай, ког­да на Г4 на расстоянии / (по Иег) лежат две точки поворота. По­лучаются следующие формулы:1. Если Хл— центр и-ой лакуны, то

-V- 0 (//—*), (л֊>ос). (9)где
? = j V q(t) df, ՛!> =Im ;(z0, z,). '|»>0. 

02) Ширина л-ой лакуны △„ с центром /л. 2|cos (>«ф) + 0(«-։)1 ехр(— >֊„-)| (<р 1) “ ф2sin2 (ллф) ехр(— 2*л՜) (Ю)Замечание. При некоторых больших >п возможно, что в (10) множитель cos ()>лф) + 0(я ') обращается в нуль. Это означает, что соответствующее собственное значение рассматриваемой задачи ока­зывается кратным, соответствующий отрезок зоны неустойчивости сводится к точке, т. е. соседние зоны устойчивости сольются в одну зону устойчивости. 67



3°. Пусть 1)г/(г) мероморфная,с периодом />0 периодическая и при г = л՜, — <СЛ'< + п положительная функция: 2) д (г) имеетна Г՛*■ только простые нули:2л= (# = 1. 2»*-) и простые полю,сы: ?я = 5о + н/(1, 2, ..), причем линия Стокса, соединяющая гп с лежит внутри 1)0 VТеорема 2. Если у (2) удовлетворяет условиям /),. 2). пи, 
для краевой задачи ®у" 4֊ >2 д (х) у = 0; у (0) — у (/) — 0, у' (0) у' (/)’ = 0- (Щ)՝
справедливы следующие асимптотические формулы:

I Н/> ______"'֊ 0(и-՛). (л -оо), ?= I Ж <". (12)'ЯМ
/,я—центр п-ой лакуны в спектре (11), ид 8isin (/ ,, >) 4֊ О (л՜1)! exp (—М)I ф’ (1 4 ") — 64coss(/n?) exp (֊ '֊V) 
где Дл— ширина п-ой лакуны с центром в точке

(13)
ф = 1шс(20, с0) > О, -=Re;(2o2o)>O.Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1. Относительно формулы (13) вышеприведенное замечание сохраняет свою силу. Считаю своим приятным долгом выразить благодарность д. ф. м. н. Федорюку М. В. за постановку задачи и за постоянное внимание к работе. ' ЯДЦИ
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|ш1||и(||| Լրկարության ւււսիմս|տււտ|ւկ)սքւ
ԳքէԱէարկվու ,( է V 4՜ք յ</ (X) V 0

.ավասարոլմր ալքրողՀ աոանցրի վրա _ «X, V >() անրնցհտո, պաք
քերական ֆունկցիա 4 է,,Հ- /. »„//,,.»........

էակռնք, երկարության ասիմոյաոաիկան, երր >, _ ՕՕ. 1‘ննարկված են հետևյալ '/ևպ- 
ք-Կո Կ հանցքռանո,./ է .ռքրռյհ ֆունկցիա. ?) հ (,Հ) .Ո.ր„,հ,րֆ ֆունկցիա Լ. 'Լեք
9ին ցե.ցյ.ի համայ.........ոցված րանռծեերր ապա„ուքյված են աոաէին անցա.!,
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