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Связи между средними значениями гармонически 
сопряженных функций

(Представлено академиком ЛИ Армянской ССР Л Л. Шагнняном 2/1У 1909)

Г. Согласно одной теореме Рисса*.  если и (г) и V' (г) гармони 
>ески сопряженные функции в круге | г | < R и 1/(<>) = 0, то при д>1

* См. напр. (стр. -104, 410).

I 1Ր IՐ V
I V (г, а) |"</а ) Др | Ս (г, а)|ргЛ| 

о / \о '
где г = ге1', 0 . г< /?, а Ар зависит только от р и стремится к ~ю 
три р —» оо и р — 1.

Отсюда сразу следует, что если (р>1) интегрируема в 
круге, то I V'г тоже интегрируема, и (когда, вообще V(0)=£0)

I (| И(г, л)\ргс1г(1*  '2Р А՞ С|//(г; а)|₽г4/г4/д Д -'2Р | V (0) Г • R2. (I)
VI М и1*1

//-областью (или*  областью класса /7) будем называть всякую 
«область, для которой из интегрируемости |и|р (по области) следует 
.интегрируемость | V 1Р .

Понятно, что если / = и (֊/V, то требование интегрируемости 
'| 1/|'' равносильно требованию интегрируемости

Нетрудно видеть, что //-областью является и каждая область, 
для которой модуль производной функции, конформно отображающей 
круг на эту область, заключается между двумя положительными 
числами.

В настоящей работе мы указываем //-области (ограниченные 
или неограниченные, односвязные или многосвязные). Показываем, 
что возможность получить более общие //-области строго огра
ничены.

. Пусть АОВ область, указанная па рис. 1, где АО и ВО дуги 
|лниии ограниченной кривизны. АВ тоже луга ограниченной кривизны
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с достаточно гладким сопряжением с дугами АО и НО. Эту область
будем называть .остроконечным “

Рис. 1. Сектор АОИ н подобный ему 
сектор А'ОВ'

сектором, если АО и НО касаются 
в точке О, в отличие от обыкно
венного сектора, где АО и НО со
ставляют в точке О положительный 
угол.

Сектор А'ОН' будем называть 
подобным АОН подсектором (рис. 
1), если А'ОВ' аАОВ и в некото
рой окрестности точки О

М'У
ЛЕУ

где МВ! расстояние точек дуг АО
и ВО, соответствующих одной и той же абсциссе, М' — расстояние 
соответствующих точек на А'О и Н'О, ас и — положительное число«1).

2°. Области, не принадлежащие классу Н.
а) Ограниченные области. Пусть уравнения АО и ВО будут

у = + хх (5>1).

Рассмотрим функцию

/(*)  = У + Ш = — 
г*

(Х>0).

При данном р^>0 достаточно взять >• удовлетворяющим неравенством՝

(2>

чтобы функция |и|р была интегрируема в данной области, а 
нет.

Если же уравнения АО и ВО будут (при малых х)

юкюк-.-юе — 
֊ х

/г

где к произвольное натуральное число, то можно взять функцию՝

Вычисления показывают, что и здесь \ик\р интегрируема, а 
I V*  |р — нет.



б) Неограниченные области. Злее։, рассмотрим .бесконечный 
сектор" (полосу), границу которого при больших х составляют линии

(5<1).

В соответствии с этим будем брать функцию —--, причем

-(1— $)<>.< L±2. S р

Если же границу области составляют (при больших х) линии

у = ±------------------ •
log - • - log л

к
то будем брать функцию 

1
2 I 1 ’

zp (log2Г)л •• (log-•-logz)'' 

k—\

Заключение то же, что и в случае а).
Думаем, что любой остроконечный сектор не принадлежит 

классу Н, т. е. существуют гармонически сопряженные функции, и 
число р 1 такое, что д-я степень модуля одной нз этих функций 
интегрируема, а сопряженной—нет.

3° Справедлива
'Гео рем а 1. Пусть И и V гармонически сопряженные функ

ции в данном секторе Д (обыкновенном или остроконечном). Если
1. | U Г интегрируема в Д,

к
 2. | V |р интегрируема в одном подобном подсекторе (0<^р' < 
, р), то | V |р интегрируема во всем секторе Д.

I Эту теорему прежде всего мы применили для получения сле
дующего результата.

Теорема 2. Обыкновенный сектор принадлежит классу Н.
! Теорема 1 применима и для нахождения таких областей, где из
интегрируемости |(/|р, или из | U|< const следует интегрируемость 
'П\'' Но этими вопросами здесь не будем заниматься.

В обыкновенном секторе Де (0 = < ЛОВ) между интегралами
• 671'*  и | V\p имеет место соотношение

* Ср. этот результат с (1).

|И(х, у)\р dxdy<2p М {р, 0)J | | Щх, у) \р dxdy Н 

До до

4- 2Р| V(х0, 0)Iя. пл. (Д.)*, (3)



где 6), кроме сомножителя, стремящегося к 
/ I \р+։

/7—1. содержит и сомножитель I )

оо при р -со и

Думается, что, выполнив более точные вычисления с коэффи
циентами, последний показатель можно снизить на одну единицу, т. е.

сделать равным р. 11о на примере легко 
доказать, что большего достигнуть 
нельзя.

Угол 0 может быть как меньше, 
так и больше к; в частности, он может 
стать равным 2՜. Таким образом, каждый 
„многоугольник" (д-угольник) также 
является //-областью, если внутренние 
углы у. овлетворяют неравенствам

0<бл <2֊ (X? = 1, 2, • • •, л),

Рис. 2. Односвязная область РГ) причем сторонами многоугольника мо- 
(принадлежит классу //) гут быть дуги ограниченной кривизны.

Пусть Р многоугольник в только 
что обобщенном смысле. Используя соотношение (3), нетрудно полу
чип, новые //-области, если на отрезках сторон Р строить новые 
сектора (в бесконечном числе) и вычеркнуть эти отрезки (рис. 2), 
причем все внутренние углы равномерно ограничены некоторым по
ложительным числом, например числом 0о, и новая область содержит Р.

На сторонах полученной области можно опять построить сектора, 
и этот процесс повторить прэизвотьчое конечное число раг. Полу
ченные таким образом области обозначим через А. //-областью бу
дет также каждая многосвязная (///-связная) область, которую из
вестным способом проведения трансверсалей можно превратить 
в область Рч. Эти области обозначим через Р\т\ Итак,

Область Р}”' принадлежит классу //.
Как уже отметили, внутренние углы Р^ ограничены снизу по

ложительным числом (числом 0о). В противном случае область пере
стает принадлежать классу Н. В простейшей области, имеющей вид, 
указанный на рис. 3, где -О, существуют гармонически сопряжен
ные функции, одна из которых интегрируема с квадратом, а дру
гая—нет. ]

4 . Переходя к неограниченным областям, мы сначала рассматри
ваем внутренность угла, которую будем называть просто угол.

Теорема 3. Угол принадлежит классу Н.
Мера угла может быть как меньше, так и больше л. В частном 

случае, когда в = 2к, область совпадает с плоскостью с размером 
вдоль полупрямой. ]

С

Такой областью будет, например, кру։ с разрезом вдоль радиуса.



Кроме того, каждую сторону угла может заменить линия, каж. 
дой точки которой можно достичь с помощью цепи ограниченного 
числа кругов, первый из которых имеет свой центр на оси ОХ (пред
полагая, для простоты, что угол симметричен относительно оси ОХ).

Теперь легко видеть, что если область сод» ржнт бесконечно 
удаленную точку и ее граница удовлетворяет известным уже усло
виям, то опа принадлежит классу И.

Как и в случае ограниченных об
ластей, здесь тоже можно получить но
вые //-области, начиная построением 
секторов па сторонах угла, при условии, 
что внутренние углы не были меньше 
числа &0.

Таким образом, если Р(’"1> ограни
ченная область н плоскости (г), то пре- 
„ . аг 4- Ь / добразованием / -- ------------ ( где г0--------

с г 4- с1 \ с

Рис. 3. Область, не принадлежа
щая классу // (здесь - 0)

произвольная точка плоскости (г) I в плоскости (/) опять получаем

//■область. Это преобразование можно последовательно повторить
произвольное конечное число раз. 
ласти опять обозначим через Р}՞'*.

Полученные таким образом об-

Каждая область (ограниченная или нет) принадлежит
классу И.

Отсюда сразу получается:

Следствие. Пусть /п(г) = ип (г) 4՜«Уп (֊) последователь
ность в Р}™' аналитических функций. Если

1) | р ип(х) — МДг) \р (1хс1у 0 при п -  оо,*

р<"<)

где По гармоническая в Р'”д функция,

2) /„ (г) сходится в одной точке РЛт\ 
то

1/я(г) /о(-)Г (1*4  У -0,
• •р( т)
'о.

где
и0 •■= 1?ее1 {/о(г)}.
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Я. հլ ՒԱ1* Ո8ԱՆԿապեր հարմոնիկ համալուծ ֆունկցիաների միջին արժեքների միջև
Ս (X, у)-р հ^ր>/ոՆ(,1ւ է Ո տիրույթ nt մ, Л

I и (X, у) Г dx dy < co (p > 1)՛

1Հ (x, y)֊"V Ц(X, у)֊ь
Hum J hip, որ D~b nj ա տէքանոլ J

համալու Лրւ
Լ Ц պասին, եթե '11։ I'ո^Ւ21ա1 աոնչութրո ն1՚.4

հե in հում 4
I V (X. у) I" dx dy

it

Հող iJuj ձ ու J Նշվս/Հ Լն // ւյաո/ւն պ ա in կ սւՆ ո ղ ւոիրու յօներէ Ստացված ա րղյունրնէէ րր 
ցու յց 1Ն սւալքէՈք որ mifhi/i րնղհանու ր ւոիրոէ յ^Ներ ստանալու հնա րա ւ/որու/^ յուննև րը 

քոիստ ստհւք անափսէ1ւ ենւ

л ИТЕРАТУРА-ЯГаМИЪПЬ^ВПЬЪ

։ А. Зигмунд. TpHiоноыетрнческие ряды, М., 1965.


