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В работе доказывается, что для разномодульного материала, при
наличии полученных авторами ранее связей между напряжениями и 
деформациями, элементарная работа внутренних сил является полным 
дифференциалом.

1. Для разномодульного упругого изотропного материала физи
ческие законы, связывающие напряжения с деформациями, имеют 
вид О՜3):

^УУ «113у 4՜ «12 (3Х 4 Յշ) I՜ («22 «11)^շ3թ»

XX - ^Ц^Х 4՜ «12 (Зу 4՜ Зх4 («22 «11)

(1.1)

еу2 = 2 (лп — а12) 4֊ 2 (а22 — яп) пкт^,
где наряду с известными обозначениями имеем также ор — одно из 
главных напряжений в данной точке, имеющее отличный от других 
главных напряжений (ав/ от) знак;/и,-—направляющие косинусы глав
ного направления напряжений и деформаций |Э.

В зависимости от знаков главных напряжений для коэффициен
тов упругости а1к имеем: А Я

при

при 

<0, а, >0, ат^> 0

33>0, о, < 0, д7<0

и для обоих случаев а12= —х+/£+ = _,֊/£֊ где £■+, „+ и £", 
модуль упруюсти и коэффициент Пуассона при растяжении и сжатии 
соответственно.

Относительное расположение главных направлений а, 3, I с ося
ми координат х, у, г в данной точке определяется при помощи де- 
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вяти направляющих косинусов (см. схему), связанных между собой 
следующими зависимостями:

а

х т п

•> п.>

/; + ^; + л?=1 (I = 1,2,3),

7 12т2.-\՜ 13т3 = (I (//и//).
(1.2)

о

3 3 «3
Формулы преобразования компонентов деформации ?и напряже

ния в данной точке при переходе от одной системы координат к 
другой, связанные между собой схемой (1.2), при условии, что а, 
7-главные направления напряжений и деформаций, имеют вид:

^.г.г — Л 4՜ т\ 4՜
еуг = 2 (!213 е„ 4- т.,т3 4՜ п2п3 еп),

°х = Л з, 4 гп} оэ 4֊ /I? ат, 
туг = /2/3аа 4֊ т.,т3^ 4- /։.л3ат

(^, 123)

(1-3)

или
е = Рем 1 '".ГЛ

— 2 (тхгц ехх 4՜ т2п2еуу 4- т3п3 егг) 4՜ (тхп2 4- тмл) еху 4
4֊ (т3п3 + т3пх) ехг 4՜ 4֊ т3пп) еуг — О,

(14)
За — 3,Г *+’ ^2 °у + Аз аг + 2 (А А» ”.гу + ^3 х.«- + 4^3 'уг)»

т₽7 = тхпх зх 4֊ т2п2 4 т3п3 4֊ (тхп2 4՜ ям*։) х.гу 4 
4- (тхп3 4֊ т3пх) ххг 4֊ (/п2я3 4 т3п2) туг = О

(а₽7, 1тп).
Законы упругости (1.1) в главных направлениях напряжений и 

деформаций запишутся следующим образом:
£1а ~ ^1;°^ 4՜ ^12 (а3 4՜ 37),

= а22з3 4 а12 (за 4֊ от), (1.5)
^ТТ — ^113Т 4՜ ^12 ( За З3 ).

Приведем также выражения для напряжений через компоненты 
деформации

зх = 2Аехх + Ж —Я3 (£,4- 2Ат՛]) тху = Д (еху — 28^1^^,

= 2Леуу 4- ֊ В3 (В 4- 2>1^) гдг = А (еХ2 - 2В3т3т3^), (1.6)

3, = 2Д^гг 4՜ ВО — В3 (В 4 2Ат~) Зр 'у1 = Д (&уг ^В3т2т3~>^), 
где
л =------------- !-----------------в =------------------------------ ----------------------------- н3 = игг-«п-

2 (^и ---- ^12) (Йи ^12)(^11 4 2^12)

Г' — £дг.г 4 ^\у 4՜ ^гг — 4 ^3 4՜
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щнм
Главное напряжение а3 через деформации выражается следую- 
образом: ;,“ДД I

О — _

апа22 4՜ °12а

?зз - л 12е 2Лезэ + № 
.,п — 2ар 1 ■ (2Д 4- (1.8)

НИЙ

Выражения для напряжений в главных направлениях напряже- 
и деформаций будут:

П’

где

5 1 ----  /А ]2^аа ТТ ’

П^ТТ’

11 — (^11^22 ^12^* ^22----- . (^11 — 62 I О

л

___£113 △ 11 ^12) (^11^22 4՜ ^12^22 2^12)’

2. Относительно рассматриваемого здесь материала принимается, 
что в пределах малых деформаций он является упругим. Предпола- 
1аем, что в процессе деформации работа внутренних сил и полностью 
переходит в потенциальную энергию деформации 1Г, и наоборот, т. е.

, (2.1)
Для рассматриваемого материала, с энергетической точки зре

ния, весьма важно выяснить вопрос: является ли элементарная рабо
та внутренних сил полным дифференциалом; так как только после 
положительного ответа на этот вопрос можно говорить о существо
вании потенциала упругих сил, или то же самое, что внутренние уп
ругие силы имеют потенциал. I

Удельная элементарная работа внутренних* сил есть

'х'^хх "1՜ ~Г ^ху^^ху 4՜ “хг^вхг 4՜ ''уг^&уг՛ (2-2)
Докажем, что, при приведенных выше зависимостях между на

пряжениями и деформациями, выражение (2.2) является полным диф
ференциалом. Йк՛.՛ Я

Подставляя значения напряжений (1.6), с учетом (1.8), в (2.2), 
получим

Ъи = Ло \е^ + + е}г + -1 (е^ + е\г + е}։) | + -Ь В (1 - ВС) Ж -
- л

— 2.4 ДО |е^6 4- 0(/??֊г>хл 4֊ /п|6еуу 4֊ т'^егг 4- тхт£е ху 4֊ тгтл1ехг 4

^2т3беуг)] — 4Д֊С՝е33 (т2^ехх 4֊ т2ьеуу 4֊ т$егг 4- т1т^еху 4՜

4֊ ^п^ехг 4֊ т2т^еуг), (2.3)
где а

(7 =___________________________(^22 ^ц)(^|1 ^11^12 2ЛГ>) /9 44

1 -4 В3(2А 4- В) «иа22 4֊ — 2а-
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Из (2.3) легко заметить, что выражение (2.2) будет полным 
дифференциалом, если последняя скобка в (2.3) будет представлять 
собой вариацию е#:

'-ехх + т} + т->,ег։ + т3тЛеху + т,т3 Ъе\ + т,т3'.е(2.5)

Равенство (2.5) будет справедливым только в том случае, если 
для частных производных по компонентам деформации имеют 
место следующие формулы:

^^ху
= тхт.,, <>е& 

оехг

(2.6)= ^1^3. <^£у,г = ^о^з-
Приведем доказательство справедливости этих формул.

Вычислив частную производную е,1? (1.4) по ехх, получим
с*^зз 
дехх

= ГП; +
дтх

? XX
дГП2 । пеуу -|֊ ֊т3 вц 4՜

0ехх
՝2тх

От.
О 

дехх

выражение, заключенное в квад-
этого продифференцируем

Покажем теперь, что в (2.7) 
ратных скобках, равно нулю. Для 
ство

тожде-

/и* 4֊ /и| 4֊ т- (2.8)
по ехх и, исходя из (1.2), рассмот 
родную систему относительно тх,

От. От..т.-----*—-т,---- —
дехХ ' дехх

тх1х + тЛ2 4֊ т313 = 0,
/ I

Из (2.8) видно, что тг, тг и 
одновременно. Поэтому для удов; 
но, чтобы ее определитель был р

рим следующую линейную одно-
/по, т.\ Л՛ □

г^з֊֊~ = 0’ (29)
дехх

тхпх -г т2п2 4- т3п3 — 0.
т3 не могут обращаться в нуль 

[етворения системы (2.9) достаточ-
авен нулю:

Отх!дехх от21дехл^2
«2

дт3!де

(2.10)3«3
Так как последние строки этого определителя не могут быть пропор
циональными, то равенство (2.10) выполнится, если первая строка 
будет представлять собой линейную комбинацию остальных двух 
строк, т. е.
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al, +bn, (i= I, 2, 3). 
dexx (2.1!)

Подставляя теперь (2.11) в (2.7), замечаем, что выражение в 
квадратных скобках (2.7) действительно обращается в нуль в силу 
формул (1.4), где еп> = ֊ 0. Таким образом доказана справедли
вость первой из формул (2.6). Аналогичным образом доказывается 
справедливость и остальных формул (2.6).

Теперь, имея в виду формулы (2.6), нетрудно убедиться в спра
ведливости равенства (2.5) и тем самым можно считать доказанным, 
что выражение (2.2) действительно является полным дифференциалом.

Из приведенных выше результатов и на основании (2.1) можно 
найти следующие выражения для удельной потенциальной энергии 
деформации

IT = i(2A + 5) (Հ, + -4- е- ) 4֊ В (е е -4- е е е е )4ZZ' ' Хх уу Л‘Д' ZZ 1 уу ZZ'

+4л (^+^+еУ“4С(֊Ме?р+йв)г՛ (212>

или

+ (Պւ֊Պշ) (2.13)
или, наконец,

(2.14)

Отметим, что формулы (2.12) — (2.14) для удельной потенциаль
ной энергии деформации приведены в работе (3), где они были по
лучены несколько по-иному. , ՜ճ

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Ս. Ա. 2ԱՄՐԱՐՉՈԻՄՅԱՆ, Ա. Ա. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

Տարա մալուլ նյութի աուսձցսւկանությւսն տեսության հարցի ւիերաբերյսւլ

Աշխատանքում ապացուցված է, որ տարամոդոլլ նյութի համար հեղինակների կողմից ШПШ- 

քադրված աոաձդականության օրենքների առկայության դեպքում ներքին ուժերի կատարած էխ- 
մենտար աշխատանքը իրենից ներկայացնում է լրիվ դիֆերենցիար Դա հիմք է հանդիսանում 
ասելՈլ այն մասին, որ ներքին աոաձդական ուժերը ունեն պոտենցիալ!
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