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1. Понятие сложности натурального числа (114) относительно 
частично-рекурсивной функции (ЧРФ) и понятие асимптотически оп­
тимальной функции (АОФ) были введены А. Н. Колмогоровым (1). 
Некоторые свойства функций, являющихся АОФ для множества Ч1 
одноместных ЧРФ и сложностей НЧ относительно них исследова 
ни в (2).

Язык ЧРФ позволяет охватить средства и возможности любых 
алгорифмических языков и поэтому рассмотрение кодирования НЧ при 
помощи этого языка вполне естественно. Вместе с тем, иногда пред­
почтительнее употреблять для кодирования языки, сравнительно бед­
ные по своим выразительным возможностям. Наиболее характерной 
особенностью таких языков является то, что оказывается возможным 
построение таких АОФ для них, что сложности НЧ относительно этих 
АОФ вычислимы (с помощью функций, изобразимых, вообще говоря, 
в более богатых языках; напомним, что для сложностей НЧ относи­
тельно АОФ для Ч։ принципиально невозможно даже построение 
удовлетворительных верхних и нижних вычислимых оценок (■), тео­
ремы 7—9). Это обстоятельство, в свою очередь, открывает возмож­
ности для аналитического исследования функциональных соотноше­
ний между НЧ и их сложностями при конструктивном понимании 
термина „функция".

В настоящей заметке исследуются некоторые свойства АОФ, а 
также сложностей НЧ относительно них, для одной иерархии мно­
жеств обще-рекурсивных функций, отличающихся друг от друга бо­
гатством выразительных возможностей. Все термины и утверждения 
трактуются конструктивно (3).

2. Введем некоторые обозначения, используемые на протяжении 
деталь» ,, части статьи. Буквами л*, у. а. Ь, с будут обозначаться пс- 
Ременньк] для натуральных чисел 0, 1, 2, 3,... Строчными гречески­
ми буквами <р, Ф, ; будут обозначаться переменные для обще-рекур­
сивных 4 нкций’ Символы [],!*,« будут использоваться в том

мм*
193



смысле, в каком он» используются в (4). Обозначения О', 
используются как в (5). Если А есть одноместная ЧРФ, а х — нату­
ральное число, то выражение !А (х) читается так: „имеет смысл 4 (х)* 
см. (3), стр. 293). Через / обозначена одноместная (элементарная по 
Кальмару (°)) функция, такая, что I (х) - [log2 (хф 1)| (см. (')).

Пусть 9 есть одноместная обще-рекурсивная функция (ОРф). 
Введем одноместную ЧРФ следующим образом: Кг (х) / (ру(ср(у) =
= х)). Пусть х есть натуральное число. Тогда, если 1/С (х), то число 
АДх) называем сложностью натурального числа х относительно 
функции 9. Такое определение несколько отличается от определения 
сложности в (։). Если 9 есть ОРФ и х принадлежит области значений 
функции 9, то сложность при новом определении совпадает со слож­
ностью при первоначальном определении. Если же х не принадлежит 
области значений функции ф, то сложность числа х относительно © 
при новом определении оказывается неопределенной (в (*) в послед­
нем случае принимается /С (х) =-f-оо)).

Пусть ф и Ф есть одноместные ОРФ и с есть натуральное число. 
Тогда .1/(9, Ф, с) будет использоваться для сокращенной записи сле­
дующего высказывания: 1'

V*av(9(y) = Ф(х)&/(у)</ (X) 4֊ с).
Пусть L’ есть конструктивное множество одноместных ОРФ. Если 
одноместная ОРФ 9 такова, что уФ (Ф£/?з)ЗсЛ/(9, Ф, с)), то говорим, 
что 9 есть асимптотически оптимальная функция для А1 (ср. с (*• 2)).

3. В работе (г) построена иерархия конструктивных множеств Са 
ОРФ, связанная с некоторой системой обозначений для конструктив­
ных трансфинитных чисел. Рассмотрим некоторые свойства этой 
иерархии, представляющие интерес с точки зрения кодирования на­
туральных чисел с помощью функций, принадлежащих множествам, 
занимающим различное положение в указанной иерархии. Через С\ 
будем обозначать конструктивное множество одноместных функций 
из Сп, где а есть натуральное число, являющееся обозначением для 
трансфинитного числа в упомянутой системе обозначений для кон­
структивных трансфинитных чисел.

Согласно Основной теореме из (г), множество Ч1 одноместных 
ЧРФ содержит АОФ для Ч1. В теоремах 1 и 2 дается ответ на ана­
логичный вопрос для множеств С՝а обще-рекурсивных функций.

Георема 1. каковы бы ни были а£О' и Ь£О такие, что 
существует функция 9, являющаяся АОФ для С՝а, такая, что

Ж
Лемма 1. Для каждого а£О', если 9 \есть АОФ для С(\, мо 

не (уществуегп функции Ф£С«, мажорирующей функцию 9.
1 е о р е м а 2. Каково бы ни было а£О', не существует функций 

9 такой, что и 9 есть АОФ оля С՝а.
Доказательство теоремы 2 основывается на лемме 1.
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Лемма 2. Пусть а£О' и <р есть АОФ для С\. Не может су­
ществовать функции принадлежащей С՝а, такой, что ух (АДф(х))> 
>Д

Таким образом, ни при каком а£О' множество Схи не может со­
держать функции, которая по каждому натуральному числу х могла 
бы вычислять число, сложность которого относительно функции, яв­
ляющейся АОФ для Са, была бы больше х. Явления аналогичного 
рода иногда объединяют термином „эффект Яблонского". С этим же 
явлением связаны теоремы 3 и / в (2). В теореме 3 этот результат 
будет значительно усилен.

Пусть /? есть конструктивное множество одноместных ОРФ. Бу­
дем говорить, что функция 9 П — прогнозируема, если з £ К и суще­
ствует функция ф такая, что ф^А1 и выполнено следующее условие:

I (? (У) = ? (Ф (*))))• Примерами ^-прогнозируемых функ­
ций могут служить введенная выше функция /, (а также л-кратзая 
итерация ее), любая неповторяющаяся функция из А1, любая функция 
из А1, обращение которой (в смысле работы (7)) принадлежат /? 
и т. д. Следующая теорема устанавливает, что в рассматриваемых 
нами языках для кодирования натуральных чисел имеет место явление, 
более сильное, чем эффект Яблонского.

Теорема 3. Каковы бы ни были а^О՛, функция и, являющая­
ся АОФ для С„ и Схи — прогнозируемая функция ф, не может су­
ществовать функции ^С՝в такой, что ух (АД; (х)) > ф (х)).

Есть некоторая аналогия между этим результатом и результатом, 
сформулированным в теореме 8 из (2).

Будем применять обозначение <р~Ф в качестве сокращения для 
суждения ф, с)&ЛЯ(ф, <р. с)). Нетрудно видеть, что отноше­
ние ~ рефлексивно, транзитивно и симметрично, т. е. является отно­
шением эквивалентности.

Пусть <?, ф и ; есть одноместные ОРФ, такие, что (х) = ; (ф (х)). 
Тогда функцию <р будем обозначать через £оф.

Теорема 4. Каковы бы ни были а£О' и функция <р, являю­
щаяся АОФ для Са, существуют ОРФ ф и ; такие, что выпол­
няются следующие соотношения՝. 1) Ф~<р; 2) 3) ср-֊;оф.

Докажем теперь следующую теорему, аналогичную теореме 3 
из (2).

Теорема 5. Каковы бы ни были а£О, ОРФ <р, являющаяся 
АОФ для Са и функция ф £ Са, существует константа с такая, 
что выполняется следующее соотношение ух (А\ (ф (х))<Л. (х)4-с).

Теорема 6. Каковы бы ни были а^О', функция у, являющая­
ся АОФ для С\, и функция ф^С^, оценивающая сверху сложность 
натуральных чисел относительно функции с, если существует 
Функция ;£С!, такая, что уху (ф (; (х) 4֊ у) > х), то существует 
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бесконечная конструктивная последовательность функций 'Р0>
<ь 'Ь’ •’ 113 таких, что выполняются следующие условия:

1) ухуг (у< £=> (К- (л-) < Фг (х) & Фг (х) < Фу (х) & Фу (х)< Ф (л)))։
2) если у < г, то для бесконечного множества значений ар­

гумента х имеет место строгое неравенство: Фг (х)< Фу(х).
Теорема, аналогичная данной, была уже доказана (см. (2), след­

ствие 1 теоремы 9), для функций, асимптотически оптимальных для Ч1.
Теорема 7. Если а (-О', Ь£О՛ и а<^од, то Сь содержит ре­

курсивную перестановку, асимптотически оптимальную для С1а.
Заметим, что если ср есть АОФ для Ч։, то <? не может прини­

мать каждое из своих значений в точности один раз.
Доказательство теоремы 7 базируется на следующей лемме.
Лемма 3. Существует примлипивно-рекурсивный оператор Л, 

который каждую одноместную ОРФ <р перерабатывает в рекурсив­
ную перестановку ф = /?(®), такую, что имеет место /И (Ф, <р, 1).

Если ЧРФ А и В являются АОФ для Ч1, то, как доказано (։), 
для них имеет место отношение А~В. 1Как показывает следующая 
теорема, этот результат не переносится на обще-рекурсивные АОФ, 
более того, существуют „несравнимые“ АОФ, то есть такие © и Ф, 
что обе функции являются АОФ для одного и того же множества 
функций и выполняется условие ус (дЛ/ (<р, ф, с)&д/И(Ф, ©, £)).

Теорема 8. Пусть /? есть конструктивное множество од­
номестных ОРФ. Если существует ОРФ <р, являющаяся АОФ для 
1А, то существуют ОРФ фх и ^2, асимптотически оптимальные 
для П, такие, что ус (д.И (Ф1։ ф2, с) & д/И (Ф2, Фъ с).

Следствие. Пусть а^О', Ь^О' и а<Сх>Ь. Тогда Сь содержит 
несравнимые функции Фх и Ф2, являющиеся АОФ для С„.

Теорем а 9. Если а£О', Ь^О՛ а<^оЬ, ч>^С1 и есть АОФ для 
Сау то К* £ Сь и К - £ С(|։

Можно показать, что теоремы 1—9, следствия из них |и леммы 
1—3 остаются справедливыми и для иерархии субпримнтинно-рекур- 
сивных функций Гжегорчика, если во всех формулировках заменить 
все вхождения „а£О'а на яа>3“, па<ода, на яа<£\ „С? на 

где Еа есть множество одноместных функций из множества Еа 
упомянутой иерархии. । 3»

В заключение автор приносит глубокую благодарность И. Д. Зас­
лавскому, под руководством которого выполнена настоящая работа.
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Լ. ՄԱՐԱՆՋՅԱՆ
ՌԼկուրսիվ ֆունկցիաների ստորակարգություններ և ասիմւգտոտիկ 

օպտիմալություն

Հոդվածում ուսումնասիրված են ընդհանուր ոեկոլրսիվ ասիմպտոտիկ օսքտիմա1 ֆիկ­
ցիաների և նրանց նկատմամբ բնական թվերի ըարդո.թյունների որոշ հատկությունները!
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'Ւրտարկվււդ ֆո։ն կ էք իանե ր ր պատկանում են ւէեկուրսիվ ֆունկցիաների ՈՐՈ2 ղասերին, որոնտ 
կազմում են մի կոնստրուկտիվ տրանսֆինիտ ստորակարդո։/)յուն Ստացված արդյունքները հա­
մեմատված են մասնակի ոեկոլրսիվ ասիմ պտուոիկ օպտիմայ ֆունկցիաների և նրանց նկատ- 
մսւմր բնական թվերի բարդությունների համար (2) ‘ոդվաձում ստացված արդյունքների հետ։
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