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МАТЕМАТИКА

Г. В. Внрабян

Об п-кратной полноте для одного класса 
полиномиальных операторных пучков 

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р. А. Александрином 30/Х 1968)

В работах М. В. Келдыша (В и других авторов установлен ряч 
критерий об «-кратной полноте системы собственных и присоединен
ных (с. и п.) элементов для различных классов полиномиальных опе
раторных пучков.

В настоящей заметке рассматривается некоторый класс полино
миальных операторных пучков, к которым известные критерии не 
применимы. Тем не менее для этого класса тоже удается установить 
//-кратную полноту системы с. и п. функций в соответствующем гиль
бертовом пространстве.

Рассмотрим следующий операторный пучок

Здесь (у = 1, 2, • • •, л) операторы, действующие в гильбертовом 
о

пространстве ‘ (I?) по формуле (2)

где

Կ = - Հ-•■■■'„, . Ժ (7=п, 1,2,•••.«).
+ - ох\ • • -дхт

однородные дифференциальные операторы с постоянными коэффициен
тами порядка 27, причем оператор /.0 эллиптический (3). Ли՜1 опера
тор, обратный оператору Ао при нулевых граничных условиях

ди
и Ժ՜՜1 и

д'.՝. ди Ժ.

(соболевское пространство функций, имеющих области -в
суммируемые с квадратом обобщенные производные до порядка V и 
удовлетворяющие граничным условиям (2) в смысле теорем вложения 
С. Л. Соболева.
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В дальнейшем предполагается, что область 2 есть /п-мерный 
эллипсоид с граничной поверхностью <^2 (I (х)=0 —у равнение этой 
поверхности). "

Теорема. Система собственных и присоединенных функций 
полиномиальною операторною пучка (1) п-кратно полна в гиль- 

_ ■
бертовом пространстве UZV(2).

Доказательство. Рассмотрим гильбертово пространство Н„ 
о

равное ортогональной сумме п экземпляров пространства IVj

н = М'>(2)х ••• xw'V)(<->). -
■"--- «• 1

п • ♦ •
9

В пространстве II рассмотрим оператор ЭД, заданный с помощью oner 
раторной матрицы

Е— единичный оператор в пространстве ’(2).
Как известно (4), //-кратная полнота системы с. и п. функций 

операторного пучка (1) равносильна полноте корневых векторов опе
раторной матрицы ЭД в гильбертовом пространстве Н.

Перейдем к доказательству полноты системы корневых векторов 
оператора ЭД в II.

Обозначим через /?х — пространство всех полиномов от х = (хь 
степени которых не превышают № (№— произвольное нату

ральное число). | I I

Через /?Л, обозначим пространство всех тех полиномов из Ян, 
которые \довле।воряют Iраничным условиям (2) на поверхности 
эллипсоида То/да пространство всех полиномов, удовлетворяющих 
граничным условиям (2). есть

О во
я = и

Д’- 2v /?х.

Пемма I. Если полином р — р(х)^Я имеет степень п, то՛ 
он имеет вио

/7 (л) = Г (х) -? (х),
гОе I (х) левая часть уравнения поверхности эллипсоида 2, а а (х)‘ 
полином степени п — 2».

Доказательство. Обозначим через △* 
оператор

полигармонический
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В эллипсоиде рассмотрим первую краевую задачу для этого
ротора

△ // (х) = Д/Нх),

и

опе-

(3)
ди 

м дп д՛.!

д'—1 и
дп—՝ д՛^

—о, (4)

и (х) -искомая функция, а р (х)—заданный полином из пространства 
О

/Л
Ищем и (х), заведомо удовлетворяющей граничным условиям 

(2), в виде
и (х)= Г (х) д (х),

где д (х) неизвестный полином степени я—2>. Тогда из уравнения 

Д’ {Г (х) д (х)} = Д' р (х),

приравнивая соответствующие коэффициенты, получим неоднородную 
алгебраическую систему уравнений относительно неизвестных коэф
фициентов полинома д (х), причем число уравнений и коэффициентов 
совпадают. Детерминант этой системы отличен от нуля, поскольку 
соответствующая однородная система имеет только нулевое решение 
в силу единственности решения первой краевой задачи для полигар- 
монического уравнения. Поэтому неоднородная система имеет един
ственное решение.

Таким образом решение задачи (3), (4) имеет вид 
и (х) = Г(х)«? (х), 

где д (х) уже известный полином степени п—2^.
Но тогда из (3) опять в силу единственности решения первой 

краевой задачи заключаем
р (х) = Г (х) д (х).

Лемма доказана.
Лемма 2. Для любого N каждый из операторов 

О
(у = 1, 2,- • -.л) отображает пространство в себя.

Лемма 3. Для любого N операторная матрица ЭД отобра- 
0 0 о

жает пространство R X* * ‘ X в себя.
п I

Согласно известной теореме из алгебры и в силу леммы 3, сис
тема корневых векторов оператора ЭД образует базис в конечномер- 

о
ном пространстве R к для любого М. Поэтому каждый вектор из 

0 ОО 0
пространства R = и Rк есть линейная комбинация корневых век-

торов оператора ЭД. Таким образом, полнота системы корневых век
торов оператора ЭД в II будет установлена, если мы покажем, что 

о
замыкание пространства R в метрике 11 совпадает с пространством 11. 
• 1егко усмотреть, что для этого достаточно доказать всюду плотность



0 .
пространства полиномов/? в № .՝ ( —) в метрике этою пространства,

R = и7У0(<2). (*)

Последнее соотношение без нарушения оощиости установим для 
///-мерного единичного шара ‘-֊0 с центром в начале координат.

Покажем сначала, что полиномами пространства /?, удовлетво
ряющими граничным условиям (2), можно равномерно аппроксими
ровать вместе с их производными до порядка V гладкие финитные 
функции в 20. 'Ж

Пусть <р(Х։ хт) гладкая финитная в 20 функция, тогда су
ществует такое достаточно малое число о0, что <р(л։,---, хт) =0 
при . г Согласно известной теореме, обобщающей теорему 
Вейерштраса из теории аппроксимации, для любого г >0 существует

такой полином ^(х)^А’, что

(I

шах 
о г

dk ср
!1 . . . г) у- ' т1 т

(8)

(9)

Из (8) из финитности ? следует:

шах

шах дкЦ  
dx‘t‘■ ■-дхк"

(Ю)

(И)

д" Q
{՝ • ■ ■ ох!„ "•

и
s

Составим полином
Р(х„ х,„) = {1֊|1 +(Н_.։)г.+1].и}.ц(х

который, очевидно, при каждом целом положительном М имеет вид 

(7) и следовательно принадлежит пространству R. Легко 
чю, выбирая Л4 достаточно большим, получим:

max
О г I

заметить.

(12>

(13)dx!’- • ֊dx>
Наконец, в силу (8), (10). (12) имеем:
omax |<p(x։,..., xm)-P(x1։..., хт)\ шах |^(х1։. -хт) —

О - г < I
— Q (а'։, - • л'т)| 4֊ max |[(r2 — 1 )2v + ։ 4- 11й. QI 4.

0- г 1—6 J <l

+ max
<i<r 1

68



Диалогично в силу (9), (И), (13) имеем:

шах 
п г

(хп ♦ • Х,„)
дх\՝ ■ • - дх)пт

О* Р(хи • • •, ; 
дх\՝- • Ох>

о
Таким образом, полиномами из пространства R можно аппрокси

мировать гладкие финитные в 2 функции в смысле сходимости
и

С (2) и следовательно в метрике пространства (2).
Но, как известно, гладкие финитные функции сами в свою оче- 

и
редь образуют плотное множество в пространстве ^'(2). Соотно
шение (*) и следовательно теорема доказаны.

В заключение заметим, что в работе (5) нами фактически уста
новлена двукратная полнота системы собственных функций для квад
ратичного операторного пучка (1) при п=2, у=1.

Приведем одно применение доказаной теоремы.
Рассмотрим в эллипсоиде 2 следующую смешанную задачу; «

дп 

д!п

0П-!

. ди

д 
д/

Ал-1 и -р 1,п и — О, (14)

/-0

ди
II

= Ъ (*), ••
дп ’//

’ д/п~՝и /=п
— ГЛ

ГЛ- (15)

д'՜1 и
дп՝‘ ’

(16)
е՛ •

и

ог ди

где и - и (Л х), х = (хг • хт), 0<Г< +- сп.
Предполагается, что начальные функции (х) (/ 0, 1,2,•••, 

о
1) принадлежат пространству 1Г-У')(2).

Применяя с обеих сторон уравнения (14) оператор Ло՜1, мы мо
жем задачу (14)—(16) переписать в операторной форме

֊ - и + ±----- ЭД ц +------ 1_ ЭД„ 1 и + эдл и = о,
сип и։п~՝ сП

ди (1п 1и
11 =%’-77 =срь-->7—. =?л-1,г—֊(> б// г-И сП '/=0

(14)

(15)

и (-к, /) £ И/’з ’ (2) для всех I £ [0, 4-х), (16)

Как показано в работах (|/3). из //-кратной полноты системы с. 
и п. функций полиномиального операторного пучка (1) следует пол
нота так называемых элементарных решений задачи (14) (16).

Таким образом из вышедоказанной теоремы следует существова
ние полной системы элементарных решений для смешанной задачи в 
случае эллипсоидальных областей.
Институт математики и механики 
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Դ. Վ. Վ14'Աք»ՅԱն
Պոլինոմիալ օպերատորային փնջերի մի րլասի liuiiluir ք?-ապատիկ 

|րիւ|ության if ասին

Ա շիւ ա տ ա նքո ւմ դիտարկված է պ ո ( ին ո մ ի ա ( օպեր աւոորային փնջերի 
մամր Ո-ապատիկ քրիվու^յան Հայտնի հտյտանիշներր կրրաոելի չենք

Այնուամենայնիվ հաջողվում է և այդ դասի համար ապացուցել 
ֆունկցիաների ապատիկ / ր իվ ո ։ ի յո ւն ր Լք ի պ и ո ի դա լ տ ի ր Ո t յ/1ն Լ ր ո I մ ։

մի դաս, որոնց նկատ֊

սեփական ե միակցւխ^
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