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Об одной задаче периодического течения тепла 
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(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном 5/Х 19(8)

В работе дается эффективное решение задачи периодического 
радиального течения тепла в бесконечном круглом цилиндре при на
личии на поверхности теплообмена с окружающей средой, когда 
коэффициент теплообмена изменяется во времени. Предполагается, 
что внутри тела имеются периодически изменяющиеся источники 
тепла. В этом случае функция распределения температуры С/(г,/) 
будет удовлетворять следующему дифференциальному уравнению (’)

.и граничному условию
ди
дг ր-ռ

ծՍ / ձ֊Ս— = а (-----
ձէ \ дг2

= հ(է) |Տ(0-/7(Ք, 01-

(1)

(2)

Здесь а= ------ коэффициент температуропроводности, /.— коэффициент
ср

теплопроводности, р — плотность тела, с — коэффициент теплоемкости, 
Р (г, /) — интенсивность тепловыделения, Л (0 и 5 (^) — соответствен
но коэффициент теплообмена и температура окружающей среды. 
Относительно функций Л (/), 5 (/) и Р (г, /) предполагаем, что они 
имеют ограниченную вариацию. Исходя из физического смысла, пред
полагаем также, что А (/) неотрицательна.

Применяя к уравнению (1) конечное комплексное преобразова
ние Фурье по времени для изображения функции и (г, /) получим 
«следующее дифференциальное уравнение

(3)
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= Е„(г)= I и (г, V) е'11"1 с/р Рк(г)= \Р(г,()е‘'к‘ё(,

о 0
О —период изменения температуры и’„(г, I). 

Решая уравнение (3), будем иметь:

Л(г)= 1
Л (/ I I1* Я)]

Л (к I ^г)
R

Мк—(I
К ’

• /

г

I Рл#)Х

ХГ0(/* н*г,)-Г0(Г։՜ 14 Я) 4 (И ' 14г1))(/г1-

— —14(1 ։|4/?)Г0(1 < ^г)-К0(| /г./?) 4 (Г '>*'■) к
г,Р>(гг)Х

где щ =

х4(и » (4)

—, 7„ (г) и Уо (г) — бесселевы функции нулевого поряд-

ка соответственно первого и второго рода, — постоянная интегри
рования.

Для /? ֊=0
R г

(1гл (5}

Согласно теореме 
дом

г О
обращения (2), функция и (г, /) представляется՜ря-

ОС

-Ол' . (6)

Прежде чем переходить к определению видоизменим гра-
ннчное условие (2), представив его в виде

дЦ 
дг + И*и (R, О = А (С) 5 (0 - |Л (/) ֊ Л»] и (R, О, 

r-R (7)

где Л* := —// (/) (Ц.
о

Применяя к условию (7) конечное комплексное преобразование 
Фурье, для определения Л1ь получим бесконечную систему линейных 
алгебраических уравнений

ЛЬ Р I Р» Л ( И/ !!»/?) 
Л) (I 11а R)

4-А*

0

1

I
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//<Л(1 ЧЬЮ (Я)

1 СЗдесь С/=֊т֊| А (/) е1',1 сП, а штрих при знаке суммы означает, что 
!1 յ 

о
при суммировании индекс у = А опускается. Для исследования систе
мы (8) предварительно отделим ее вещественную и мнимую части. 
После некоторых преобразований получим:

5_

т*= - — {т0 |Л (С* (/?) +• А* (/?)) ± Эк ф* (/?)] 4- 
О*

5 ее — —
4-2'у 4 \гп}((Ак^]А-'АкЧ)МР)А-^тл(Р))^(Ок+)А-ОкЧ) (/?))+

7=1

4-п, ((АЛ-У֊ АЛЯ)Ф* (/?)+(а+/-^Л_у)(С*(/?)4-А* (/?))))} 4֊^; 
5_

£4
пк = - —{т0 \Е)к (СЛ (/?) 4֊ А* т1к (Я))-Аф (/?)) +

Ок

+ 37 ՛ |л։Д(Р»+у ь /Л-,)(С, (/?)4-/г%(/?))- 

;=1
(9)

- (АЛ+У 4֊ АЛ_У) (/?)) - пу ((Ак+) - АЛ-У)«* (/?) 4֊ Л* ъ (/?)) + 
4֊ (^+у-^_у)^ (/?))]} +цк.

Здесь введены следующие обозначения:

т/а- (г) — Ьег (|1Л R) Ьег (р-л г) 4- Ье։՜ (}ч R) Ье1 (ц* г);
"а ('*) = |Ч [Ьег' (и* R) Ьег (ц* г) 4֊ ЬеГ R) Ье! (щ г)|;

= Ц (^)4-2А* СЛ (/?)4- Л*2 Ъ (/?);
5 &

р/(/) 5(ОЮа (/?)4֊Л*^а (/?)) со51л/֊-Ь (R) 81П7ЙГ1 ^4֊

О
я /г

I I гР (г, о |(СЛ (г) 4- а* (г)) СОБ
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֊ (ф4(г) + л* 5» (О) 51П 7» И (Ю)
5

л*
Л (О $(0['МЯ)с°8

о

1*4- (-* (/?) +l^^ ’1»(/?) 5,п7* +

& R

4- (С* (г) 4- А* (г)) б!п 7* И С1г<м

(г) = Ье։ (;<•* /?) Ьег (рл г) — Ьег (щ /?) Ье! (р* г); 
ф* (г)= }14 [Ье!' (рй А’) Ьег (щ г)—Ьег' (рл R) Ье! (р* г)|;

Ьег (л՜), Ье! (х) — функции Томсона первого рода нулевого порядка. 
Для /г = 0 имеем:

» R

—— 1 1 ГР (г. 0 <֊1гсП
>Р Л Л 

и о
(И)

Исследуем теперь полученную совокупность бесконечных систем 
линейных алгебраических уравнений (9) и (10). Принимая во внима
ние предположенную выше ограниченность вариации функции А (/) и 
воспользовавшись оценкой для коэффициентов Фурье функций с ог
раниченной вариацией (3), а также асимптотическими представлениями 
функций Томсона

_ е’ (х)СО5 Р (х); Ье! (х) = ----= (12)
где

а(х)
8х у 2 384х։ у 2 128х1

/2 8х |2 16х2 384хУ 2 (13)
1ь

для суммы <зк модулей коэффициентов при неизвестных в А-м урав
нении первой из систем (9) после некоторых упрощений будем иметь

12///?
2^/? |«' (Рл/?) + ?' (|ц/?)| -14֊2Л*/? (14)

и при

I1* + А* (15)
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Здесь /У—полная вариация функции Л (О в промежутке (О, Ь). Из (15) 
видно, что о* при возрастании к стремится к нулю с быстротой 

1 
4

О (Аг ) и, начиная с некоторого к, становится меньше единицы* 
Такую же оценку получаем и для второй из систем (9). Ито касается 
свободных членов рк и </а, то, как видно из (10), они, оставаясь ог
раниченными в своей совокупности, также стремятся к нулю с бы- 

I 
4

стротой 0 (к ). Из теории бесконечных систем (5) следуют существо
вание ограниченного решения систем (9) и (11) и сходимость методов 
последовательных приближений.

Подставляя значения из (10) в (14) и группируя в (6) взаим
но сопряженные члены, для и (г, /) окончательно получаем

и (Г, 
О

» /г
т<>+ 7՜ И ('г>Р(г‘’Л)1пу

г 1п — I г,Р(г„ ср\} (И, 
г Jо

2_ -1 I
» I

5_
“ 4

£ И* (Н(л* 510 7^
Л=1

/г л
•+■ тк соб р /)+ ('*) 51 п Г ֊ гц соэ 7* /)) 4------ ।

г О
X |(сд (г) МК (г) Пк (гх)) 51 п 7а (/—/1)4֊(;л (г) /.* (г^-Н- (г) М(г։))

г 0
X СО5 7л (/ — У,)| 4- ֊ ( \ гуР (г։, /П |(Л/Х (г) ;А (гх)—

х з յ
о о

— Аа (г) (Г^) 51 п 7а (/ — ^) + (М (И ;а (г։) 4֊

4- Ык (г) ъ (г2)) соб 7а (Г—Л)| сНгс1гх . (16)

где
7-а (И = Ьег (ра R) ке! (и-д г) 4֊ Ье1 (на R) кег (։ч г) - кег (р*7?) Ье1 (и* г) —

—ке! (\цР) Ьег (рЛ г);

Нк(г) = Ьег (щ R) кег (рА И՜՜ Ье1 (р* R) ке! (^ г)—кег Ьег (и* г) 4-
-1-ке! (}ч/?) Ье1 (и* г), (17)

кег (л՜), ке! (х)—функции Томсона второго рода нулевого порядка.
Из (17), (10), (12) и (13) видно, что члены ряда (16) убывают с

5—
быстротой 0(£-24֊/г ’ е-211А'Л ).

Произведенные оценки показывают, что ряд (16) сходится в кру
ге (0</</?) вместе со своими первыми производными, причем на ли

ниях разрыва функции Р (г, 1) выражение ()

сходится к



1 ।р(г+о, ։ + о) + р(г + о, /—о)+р (г-о, С+О)+Р (г-о, I-о)]. 
4ср

В заключение рассмотрим некоторые частные случаи.
а) Если Л (/) представляет кусочно-линейную функцию

где Аг—натуральное число, £Г(х) — функция антье, целочисленная сту
пенчатая функция, равная А в промежутке к 4֊՜ 1, то из (10) 
получаем (6)

Д0=2А0 + А1; Ак = О, (А>1);
О при А

Ок = 2/1, . , .—— при А = А,/

(/ — натуральное число).
в) В случае, если А (/) кусочно постоянно:

А (/) = Л/ при Ак и имеют вид
1 '

Ак=-----֊V (А/ + 1 — А/) 51П*ц6;

D„=—V (А(+1— hi) cos fkti,
к՜^

где v — число разрывов функции А (/)•
с) При А (/) = const бесконечные системы линейных уравнений 

(9) вырождаются в равенства, и решение совпадает с решением, по
лучаемым классическим способом.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

П-. U. ՄԻՆԱՍՅԱՆ

Անվերջ զլանում ջերմության Ա| ախերական հոսանքի մի խնդրի մասին
զոդվածում տրվում է անվերջ կլոր դյանում ջերմության շաոավղային պարբերական հոսանքի 

խնդրի էֆեկտիվ լուծումը' դլանր շրջապատոդ միջավայրի հետ ջերմփոխան ակ ության առկա֊ 
յաթ յան դեպքում, երր ջերմփոխանակո<թյան դործակիցր փոփոխվում է ժամանակի ընթացքում։ 
Խնդրի (ոլծման համար կիրառվում ( Ֆո,րյեյի վերջավոր կոմպչեքս ձևափոխությունը ըստ ժա

մանակի։ եդրային պայմանների րավարարումր բերվում է հանրահաշվական դծային հավասա- 
րումների անվԼրք սիստեմի։

Դիտարկվում են որոշ մասնավոր դեպքեր, օրինակ, երր ջե ր մ ա փ ո խ ան ա կո ւ թ յ ան գործակիցը 
կտոր աո կտոր դծային ֆանկցիա Լ ժամանակակից, և երր նա կտոր առ կտոր հաստատուն Լ 
և այքԼւ
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