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Задача о кручении изотропных составных валов переменного се­
чения при помощи функции напряжений решена в работе (х).

В настоящей работе рассматривается кручение анизотропных 
(неортотропных) составных валов переменного диаметра. Получены 
основные дифференциальные уравнения задачи и необходимые усло­
вия, при помощи которых однозначно определяются как функция 
напряжений так и функция перемещения во всей области осевого се­
чения вала.

1. Функция напряжений. Рассмотрим тело вращения, со­
ставленное из различных материалов, расположенных симметрично от­
носительно оси вращения. Пусть область осевого сечения вала раз­
бивается на отдельные области •••, соответствующие различ­
ным анизотропным (неортотропным) материалам, из которых состав­
лен вал (рис.1). . • .

Далее, как и в случае изотропного тела, примем (2)

Рис. 1.
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Относительно материала, примем следующий обобщенный закон 
Гука, т. е. каждый материал обладает цилиндрической анизотропией 
՝ДСЬ анизотропии совпадает с геометрической осью ’и все радиальные 
плоскости являются плоскостями упругой симметрий) (’):

Работа доложена на III Всесоюзном 
механике. Москва, 1968 г.
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(Oz — «44 -f֊&46 .rQ ,

I/O—#4b 0z-T#66 ՝rf) , (1.5)

где упругие постоянные, удовлетворяющие следующим
земствам

^>0, ^>0, 4? а$- [4}]2>0.

нера-

(1.6)
Уравнение равновесия элемента вала для области, 
риалом, имеет вид

. д^ 2^
дг дг г ’

занятой Z-м мате-

которые будут удовлетворены, если положить

д/)_ 1‘гО — ------  »
' г2 дг

Ю -(<•)_ 1 д’Г;
֊6г---------- -

~. г- дг

( Здесь Ч\(г, г) — функция напряжения.
С Из (1.3) и (1.4) легко получить, что

(1-8)

(1.9)

Тогда при помощи (1.5) и (1.8) из (1.9) для определения получим
следующее дифференциальное уравнение в частных производных с
.^разделяющимися переменными

й _ 2flu>** огг 2«46 ^rdz
<W։
dz2

(/)

dr ֊=0. (1.10) dz v

раничные условия задаются в виде

Пе Тп(з)—напряжение, которое действует на поверхности составного 
мла, п — внешняя нормаль к контуру, а

1 < \ dz dr . . dz dr .. ։n.Z = cos(r, n)= — = m = cos (z, n) =-֊== — — ■ (1.12)
ds dn dn ds

Согласно (1.8), (1.11) и (1.12) получим
$

ЧГ< к (»). г («)] “ ? («) ( ? к) = — I Г2 (5) Г„ (ж) 4/5 + го) . (1.13)

| О
!;1е г(5) и г(х) — координаты точки на поверхности вала на расстоя- 
Ии 5 по длине образующей вала.

На линии раздела имеем

/п / -г т. (1-14)
Je/ = cos(r, п) и т = cos (z, п) — направляющие косинусы нормали 

линии раздела Lkj. Учитывая (1.12) и (1.14), получим
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Нетрудно понять. 
При помощи

•)

д*) 1
П 46

Умножая

дЧ\ = дУ, 
дз дз

на 1^.

что можно всегда принять Ск, = О 
(1.3) —(1.5) можно написать, что 

д'?к <к) I д^к_ д/и^\
---------- а® • — • — — г — (----- I

о*г г2 дг дг \ г /

(։) 1 ат* д / № \.
дг 1>"" г- дг ~г дг\ г '

равенства (1.16) и (1.17) соответственно — 
с1з

дг 
и — и 

дз
учиты-

вая (1.12) и на поверхности 
находим

раздела полное слипание, е.

дп )к
(>*4՜ 
дп

на А*;,

на Лл/ (1.15)

ч; + Сч

где введено обозначение

X к
Неизлишне отметить, 
ет место

<*)/ ■ л*)44 * 1 ^66
дг

что если

дг дг

имеем сплошной

дг

вал, то на оси име-

а если полый вал, то 
ся условие (1.13), где

Ч’ (0, г) = Ч'о =соп51, 

на внутренней поверхности должно выполнять-
Тп (5) будет скручивающее внешнее усилие, ко­

торое действует на этой поверхности.
Таким образом, задача о кручении анизотропного составного 

вала переменного сечения сводится к нахождению в каждой из об­
ластей 1Л\ соответствующей анизотропному материалу с упругими 
постоянными а*7-, функции напряжений Ф։, которая в этой области 
\довлетворяет дифференциальному уравнению (1.10), граничным ус­
ловиям (1.13) и (1.20) и условиям сопряжения (1.15) и (1.18).

-• Функция перемещения. Введем функцию перемещения] 
А/ следующим образом (4>5): -Ц* 

при этом удовлетворяется (1.9) тождественно.
Пида при помощи (1.3) —(1,5) можно получить, нто

ДО д(О 
՝гЬ — /144 1 -------

дг

дЪ

дг
(2.2

Д/(___д(О .. л(/) дР{
-Ог — /1бб >----------- А к՝, Г ---- ----

дг дг
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где

Д? =й'н 'а (О дСО’֊ Л(/) о(0 Л(О (О 1, я46 — Яде #и\ Дее --- Лее а' \ а = —^—֊.т------------
а‘й 41֊ |4’| - (2.4)

Подставляя выражения ~га и -()г из (2.2), (2.3) в уравнение равно­
весия элемента вала для области (1.7), получим уравнение для опре­
деления функции Г/

Функция Л/ на контуре осевого сечения удовлетворяет

г
(2.6)

где Тп — проекция полного напряжения на нормаль к контуру осево­
го сечения, заданная на свободной поверхности вала, а для операто­
ра 1 ] принято такое обозначение

Условия на линии немедленно получаются, если учесть ус­
ловие непрерывности напряжения Тп и //о на линии Аа7. Они имеют 
следующий вид:

на Ьц. (2.8)
т7* — Л/*

3. О решении задачи кручения и е о ртот ро п н ы х сос­
тавных валов переменного диаметра. Обозначим через |* 
малый параметр для области

(3.1)

который меньше единицы и обращается в нуль в случае ортотропно­
го материала, когда главные направления упругости совпадают с гео­
метрическими осями.

Произведя преобразования

ч; (г, г) = ф, (г.;), (3.2)

!3 (110) и (1.18) придем
о2Ф* 3 дФь , . „ с»2ФЛ.
---------- — ■------------------ г О*------------------В Ль | 2--------- — — —
дг2 г дг дс2 \ дгд^ г

|ф]*+ нм |Ф)*= л; |ф], + |ф]/>

(3.3)

(3.4)

введены такие обозначения:

а» а® . р 4?
4МУ 'к՜՜ 4”

и 16
Д1)=8
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Л'։ I ]^а\} I Հ + а^ 1 т -֊, М I | * =-е* (+ 
дг I ^66 °՝ \ Ծտ •

■+ т Г а$ 4е —) • (3.5)

Представим решение (3.3) в виде
ОО

ф„(г, ;)= <1>Г+ У Ф'/Ч'З 0-|1₽- Х л—
р=1

(3.6)

Тогда при помощи (3.6) решение краевой задачи (3.3), (1.13), (1.15) 
(3.4). (1.20) можно свести к решению следующих рекуррентных крае] 

вых задач:
агФ^ з оф՝"’

1Г+"Л' -к՜՜-0՝
•1Հ"' |ր (Տ). 4 (տ)| = <ք>(տ), 

Ф(*0)=Ф(/0>,

Л\ | Ф(о> ь = | Ф(0) | /,
ф(0) (0, <;) = ф0 = օօոտէ;

(3.7)

дг2
з оФ1/'1 
г дг

Ժ2Փ(Հ’
Ժ;2 = О!Г')

Ф^'=0, (р=1, 2,--

<]>(/>=Ф<₽> ։ (3.8

ф(л (0, ;) = 0.
где

Ահ — ՝1՝1է (3.9)

ДОВ
Таким образом, задача 
переменного диаметра

о кручении 
сводится к

неортотропных составных вач 
ряду рекуррентных задач

(3.7) —(3.8) сходных с задачей кручения ортотропных составных ва­
лов переменного диаметра, которые последовательно можно решать|

Ереванский государственный университет

Վ. П. ՍԱՐԳՍՅԱՆ

Փոփոխական ւոՐսււհս(|ծու| անիզոտրոպ (ոչ օրթուորոպ) բսւղարլրյսւլ 
յիսեոներփ ոլորումը . ։ I

I ի։/>սյ ր1քէքս, 3 Լ փոփոխական տրամսյգծով անիզոտրոպ րաղաղրյսղ լիսեռների ոլոր^^ /"('^4 
•ւիրր, Ստացված են խնզրի հիմնական զիֆերենցիա, հա,}ասարումներր և այն րո^ր անտ>ա./ձ’1 
պայմաններր, „ ր ,էԼ ր օգնաթյամր միարժեք կերպով որոշվում են ինչպես բրումների, 

Ա տեղափոխման ֆռնկցիաներր 1իսե„ի առանցքային տիրույթում, -• "֊ I
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Այնուհետև, ներմ ուծելով ֆիզիկական փոքր պարամետր, զիտարկվող խնզիրր քերվում Լ 

^փոխակա^1 տրամ ագծով օրթոտրոպ րաղազրշալ լիսեռների ոյսրման մի շարք իւնզիրներիւ
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