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О плоском установившемся течении тепла 
в некоторых криволинейных телах

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 8/УП 1968)

В работе дается эффективное решение задачи плоского устано­
вившегося течения тепла в цилиндрических телах, имеющих в плане 
форму некоторых криволинейных четырехугольников. Подобные за­
дачи встречаются, например, при определении теплового поля в ло­
пастях турбин, деталях теплообменников и т. п.

Пусть имеем цилиндрическое тело, поперечное сечение которого
а

ограничено линиями

4(1—(рис. 1). Функция распределения температуры и (г, ©)
в случае, если внутри тела имеются источ­
ники тепла, как известно (։), удовлетворяет 
следующему уравнению в цилиндрических 
координатах

№ д2Ц_ 1
ժր2 г дг г2 дер2 к 

(1)

где X — коэффициент теплопроводности, 
Р(г, ср), интенсивность тепловыделения.
Предполагаем, что на границе тела задано распределение темпера­
туры:

<р) = 7՜(<ք>), /Զաշ 1п < <ք> < + Զաշ1ո^Ն 
\ Г\\/

(2)
и(г- 1»21ո4) = 50(ր), (/?,<>-< Я!՜2/??);

и (г- աշ 1Ո ~ + у, - шЛ?1 )= Տ (г), г <
\ /

где Զ =------1------
1 — (ՕյՕյշ
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Относительно функций $0(г), 5(/*), 70(ср) и (Ф) предполагаем| 
что они непрерывны в соответствующих интервалах и почти всюду 
обладают суммируемой производной, а также, что То (0) = 5 (/?х); 

г(<»221п§) = 50 (ЯГ2/?*); т(^ + ш22щ = 
\ А1/ \

= 5(/?}“ /?2’е^1). Что касается интенсивности тепловыделения Р(г^у 
то предполагаем, что она является суммируемой функцией.

Прежде, чем переходить к решению задачи, преобразуем систе­
му координат, обозначив

i ր2

ге~՛-՛ = Rxe ; ср — w2 In —- = У 1 _]֊ w| Գ

Подставляя значения г и ? из (3) в (1), для функции 
է/*(Հ *») =

(3)

= U( А\ехр 1 — ս>յՕ)շ 1 --  Ш,Ш

определенной в прямоугольнике ( 0
2

0)9

получим следующее уравнение с неразделяющимися пе­

ременными
Ժ2(7* օ Ժ247*-----------2a--------

ժ£2 ծՀԾպ
Ժ֊£7*

Ժր(2 (4)

где

(5)

ХР(/?,е ։-а1».

1 --  (ՕյէՕշ 2 ՜' 1 ֊ տ,ա

2

2

е

На границе функция 47* (E, vj удовлетворяет следующим усло­
виям

i ' (;, 0) = Ս* (Լ d) = S* lj* (o, tj) = T‘> (t,); U* (c, = T* (ч).

Здесь обозначено (6)

S*(5) = S(P։e2'E+^); Հ(րՕ=րօ(Զ։,);

Для нахождения функции 47* 
ложенным в (2).

воспользуемся способом, из

Здесь И ниже предполагается, что 1 - о- R R R 
чае следует изменить знаки в соответствующих неравенств’ах. ' 
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Будем искать решение уравнения (4) в виде ряда Фурье по 
тригонометрическим функциям

ri) = ֊֊— + 2 [/* (?) sin 7*7) + gk (?) cos 7*7)], (8)
• Л=1

где
k d d

7* = “7՜ ’ /«(') = -? I ^'*(?. ’i) Sin 7*7)d7); gk (£) = -L i U*(i, rt) COS 7* r^ij.
« a J a J

о 0
Для определения коэффициентов /к (:) и умножим урав- 

2 2нение (4) соответственно на — 5104*^ и —соб^л7! и проинтегри- 
с! й

руем от 0 до с1. Принимая во внимание (6), для //?(;) и (?) полу­
чим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

Л (?) + 2 a 7*£* (?) -7*Л (?) = ֊֊ Pk (?);
а

(9)
gi (?) - 2 a7*/* (О - tig* (О = 4 (0. 

а
где обозначено:

d

Pk (?) = — Q(?, sin?*^ — [So (?) — S ($)];

0
d

4k(ty = — j Q (?, rj COS— 2a [So (?) — S (5)] + Sx (?) — S2 (?); (10) 

0

<?7] tj = 0
52(?)=

dlT

Как видно из (10), ввиду того, что {соз7^} не являются соб­
ственными функциями рассматриваемой краевой задачи, в 

часть второго из уравнений (9) входят неизвестные значения

правую 
дСГ
дц ,| = ‘,

гП Г 1и — . Решая уравнения (9) и удовлетворяя соответствующим
|т|—4

граничным условиям, для /Л (0 и ^(0 получаем следующие выраже­
ния:

d shn*c

d
j Го (tq) Sin 7* (tq — a?) dvi— 

0

Рь (C) COS 017* (? — ’) — Qk (Q Sin 017* (; — 4) sh v7* WC
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— (/k (-.) cos (C — Oy sh (c — tydt. |.

где v = / 1 — а2. В выражения для fk (0 и gk (с) входят неизвестные 
функции Sj (;) и S2(:). Прежде, чем перейти к их определению, за­
метим, что вследствие неоднородности граничных условий ряд (8) 
медленно сходится — коэффициенты fk (;) при возрастании k убывают

с быстротой 0( — 1. Усилим сходимость ряда (8), для чего выделим 
\ к /

и просуммируем выражение, обусловливающее слабую сходимость:

ЬО

♦

(12) 

Ряд в (12) обладает 
вают с быстротой 0 f

\k2 /

на т]=0 и т; = d\

усиленной сходимостью — члены его убы- 
и (•Тз ) ’ Г1еРейдем теперь к определению 

потребуем выполнение граничных условий

go^)
ОО

(13)

Умножим уравнение (13) на ֊֊ sin 8Д где 8,-= £■, и проинтегри- 

руем от 0 до с. При этом, вследствие равномерной сходимости ряда 
(13), возможна перестановка знаков суммы и интеграла. Для нахож­

дения значения I д* (;) sin воспользуемся уравнениями (9) и гра- 
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личными условиями (6). После некоторых преобразований для опре-
деления коэффициентов Фурье функции 5г(;) —52(;) получим 
дующее соотношение:

з сЬ ЧО)(1 — созао,^ V?

сле-

(14)

Здесь обозначено:
С

+ (0-5։ (01 51П т^= [/* (0) - (-1 )'/*(£)];

о
<1

БЪ^уб/ и 
0

-сЬ ^0/ V} СОБ абу (с1 — 7()) 4՜ а (§ь ^у(^—7,) Б1П аб; т4 —Б11 убу 7}Б1П абу (г/ — л))^ +

(15)

о

— у{с!1 УОуб/ — СОБ абуб/) [5՛ (')

о
с с!

—аб/)]б/;б/у4 [. -

о о

В свою очередь, т(к\ входящие в (14) выразятся посредством а} из 
следующего уравнения: 

=■ — 4 а уд?
сИ ^^ — (—1) ' СОБ (5)

с б 11 кС /1 , 2 . 52\2 4 0 2Й2"11(7*+V ֊4а27*оу

где
С

Р<։) = |
БИ I 

О

а
— > | с И — (— 1)' соз а^ х

и
и

и



с й
+ 1?(;,г,)|81П7в(7,+։;)з11п4^-«) + (—1)55>п7"(7։+а'-ас)з1’П*։]^1 .

о о 1 '/
(17>

Таким образом, для определения неизвестных и пг^ получим 
совокупность двух бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений (14) и (16). Займемся исследованием полученной совокуп- 
ности. Определим вначале суммы модулей коэффициентов в каждом 
из уравнений полученных систем. Сумма модулей коэффициентов в 
/-м уравнении системы (14) равна

81пао,б/ 4у / ., й , СОБ ао; (I ---------------------- ( с(11 ---------- (18)

Аналогичные значения получаются и для суммы модулей коэффи­
циентов системы (14). Второе слагаемое в выражении (18) убывает с 
экспоненциальной быстротой и, начиная с некоторого /, а/, вслед­
ствие неравенства |а| < 1, становится меньше 1. Заметим, что при 

2
|а; <—— сумма модулей коэффициентов систем (14) и (16) строго 

I 5
(1

меньше единицы для всех у и к и при любых отношениях —, т. е. 
с

системы вполне регулярны. Свободные члены и как легко ви­
деть из (15) и (17), ограничены в своей совокупности. Из теории 
бесконечных систем (3) следует единственность ограниченного реше­
ния бесконечных систем (14) и (16) и сходимость методов последо­
вательных приближений. Заметим далее, что системы (14) и (16) 
распадаются на две независимые совокупности. Это обстоятельство 
значительно облегчает работу при решении усеченных систем.

Рис. 2.

Задаваясь значениями 50(г), 5(г), Та(^), Т(<?) и <2 (г, ?), а так- 
Rже величинами *»։, <ь и —2, из (3), (7), (14) - (17) определим 

значения Л/, и сверху и снизу, после чего способом, опи­
санным в ( ), найдем значения и (г, ф) с избытком и недостатком.
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В заключение рассмотрим некоторые частные случаи, а) Если 
^ = 0, получаем область, ограниченную отрезками радиусов и экспо­
ненциальных кривых (рис. 2л). При этом, если 2~, область оги­
бает начало координат (рис. 26). б) При о>1 = О получаем область, 
ограниченную дугами окружностей и логарифмических спиралей. 
в) Если од = — о>2, ряды, входящие в выражения для и исче­
зают, и бесконечные системы (14) и (16) вырождаются в равенства.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Ռ. Ս. ՄԻՆԱՍՅԱՆ

(1րոշ կորագիծ մարմիններում ջերմության 
մասին

հարթ կայունացած հոււանքի

Հոդվածում տրվում Լ Г = R հՐ ; ր = Р2еш'՜՝, ^ = <”շ 1п —- ե ®=օ)21ո—՜Ն(1—աւԱ>,)
կորերով սահմանափակված ընդլայնական կտրվածք ունեցող գլանային մարմիններում ջերմու­

թյան հարթ կա յունացած հոսանքի խնդրի Էֆեկտիվ լուծումը1 ջերմության աղբյուրների առ֊ 

կա I ութ յան դեպքում ։

Կոորդինատական սիստեմի ձևաւիոխման շնորհիվ, (1) հավասարման լուծումը դիտարկվող 

կորագիծ քառանկյան տիրույթում վերածվում Է չտրոհվող փոփոխականներով (4) հավասար- 
ման լուծումը տրվում է արագ նվազող շարքով ըստ եռանկյունային և ցուցիշա յին ֆունկցիանե­

րի, որի անհայտ գործակիցները որոշվում են գծային հանրահաշվական հավասարումների (ի"- 

վին ռեգուլյար անվերջ սիստեմներից I

Դիտարկվում են մասնակի դեպ բեր երբ (Ո-=ւ—ապա հավասարումների անվերջ ս ի ւ/ 

տեմներր վերածվում են սսվորական հավասարությունների, երբ °’շ = 0, ստացվում հ

ոպիրէսլաձև տիրույթ, և այլն։
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