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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. Р. Сароян

Кручение прямоугольного стержня, в соосную круговую полость 
которого впаяна труба из другого материала

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР О. М. Сапонджяном 21/У 1968)

Задача о кручении призматического стержня квадратного про
филя, армированного круговым стержнем, была решена Ю. А. Амен-

Поставленная задача решается методом конформного отображе-
ния. Получены численные значения касательных напряжений и жест
костей для прямоугольников с различными соотношениями сторон.

1. Как известно (-), отображение внутренней области много
угольника на внутренность единичного круга 1С|<Ч осуществляется 
функцией Кристоффеля —Шварца

г = <» (С)=Д | (а։- О"'՜1 ■ (а„ - 0*"՜'+ В. (1.1)
к) о

где г и С—комплексные координаты соответственно для областей 
многоугольника и единичного круга |С| = 1; п — число сторон много
угольника; ау, а2, •••, ап — комплексные координаты точек окружно
сти единичного круга, соответствующих вершинам многоугольника;

«я — измеренные в долях " внутренние углы многоугольни
ка, а А и 7? — вообще комплексные постоянные, характеризующие по. 
жжение многоугольника и его размеры.

В дальнейшем, следуя (3), будем представлять функцию (1.1) в 
виде

с»е

г = <» (') = Во 2 Й/Л
։-|

(1.2)

где Во — вообще комплексная постоянная, а коэффициенты опреде
лится по рекуррентны.м соотношениям, полученным в (’):

(А - 1)В*_, + (/г - 2)
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В рассматриваемой задаче производится огоора/кение внутренней 
области криволинейного прямоугольника на вн\ гренность единичного 
круга |С|< 1. Известно (4), что для отображающей функции (1.2) пр1| 
малых значениях р <С 1 окружностям на плоскости ֊ будут соответ 
ствовать замкнутые кривые на плоскости 2, близкие к окружности 
Поэтому (1.2) можно рассматривать как функцию, приближенно ото 
бражающую область, ограниченную извне криволинейным прямоуголь 
ником, а изнутри окружностью, на кольцо Р3 <С Р <С 1 -

Тогда контуры Гр 
но на окружности ;2

Г2 и Г3 плоскости г отобразятся соответствен 
и плоскости С. Для получения достаточно

точного контура Г! прямоугольника в отображающей функции (1. 
взято 50 членов. ’

Внутренние контуры 1 о и Г3 независимо от внешнего контура Гр
при малых р/ 1 (у = 2, 3), близки к окружности с любой заданной
точностью, которая возрастает с уменьшением ру < 1 (у = 2, 3).

Так как в данной задаче производится отооражение внутренней
области прямоугольника, то в качестве исходных данных
примем

— а2 = а, = аV

Задавая значения параметру 7 и вычисляя по (1.3) с учетом
(1.4) коэ4нН»рициенты В*, получаем прямоугольники с разными отноше
ниями сторон. В табл. 1 приведены значения отношения сторон пря
моугольника в зависимости от параметра ср.

Таблица 1

И/Ь

0,25г. 0,38г. 0,442г, 0,473г.

1.0 2.0 2,5

2. Задача свободного кручения составных призматических стерж 
ней, состоящих из двух впаянных друг в друга брусьев при 
полости, сводится к интегрированию уравнения

наличии

V Ч = 2 (/=1,2) (V2 — оператор Лапласа)
при следующих граничных условиях:

на тЛр = о. = П цг = п

(2.1)

на ;2 Р2) Р-1'* 1 = Н2Ч 2 и /?£ф. = /?гФ2, 
на т, (о = = С

о

постоянная, надлежащая определению.
^ходящая в (21) — функция напряжений. Индекс

И :то ддя области сечения, ограниченной контурами Г։ и 1 
ченияВеГСТВ՜ ЮЩИЙ МОдуль сдвнга Н1)> а индекс у = 2 для области се 
сдвига Униченной ^турами 
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Представим функцию напряжений ’Г (х, у) в комплексном виде:

чдх, у)=- Фу(г)-ФДг) — /г- г (2.3)

це г = х 4- /у, г = х — /у.
функция

Ф/(г) = ?/(■*,У) + (2.4)
9

есть комплексный потенциал кручения, причем ср,(х, у) функция кру
чения, а Ф; (х, у) — функция, комплексно сопряженная с у).

Пусть функция
X

г = <оС) = /?0Х (2.5)
Л=1

составленная из первых Лг членов разложения (1.2), реализует ото
бражение внутренней области криволинейного прямоугольника на 
внутренность единичного круга |С1<1. Подставляя (2.5) в (2.3), по
лучим:

ФУ(О-Ф; С)~АоС)

Функции Ф։ (') и Ф2 (С), регулярные соответственно
21 будем искать в виде

(2.6)

кольцах

(2.8)

Фигурирующие в (2.7) и (2.8) коэффициенты ап и Ьп — чисто 
мнимые.

Произведение — ш (С) • «՝(’)’ входящее в (2.5), на линиях ? =сопз1,
2 

разложим в ряде Фурье;

— и>(^) - и (С) = <*04- 2 (’л соэ п О Ф $1п п 6). (2.9)
л-1

Вследствие симметрии поперечного сечения рассматриваемого
стержня относительно оси х, коэффициенты В разложении (2.5)
бУДУт действительными. Поэтому коэффициенты ряда Фурье (2.9) бу- 
ДУт иметь следующие значения:

1
% — Л

д-

Д'-л
<*л = Во у 2/4 л гл = 0. (2.10)
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Таблица 2 Таблица 3

Ь!Ь Н/Ь в^ь

1.0
1.5
2.0
2.5

0,80625
1,01653
1,43054 
1,95718

1.0
1.5
2.0
2.5

0,761493 
0,871564 
О,899630 
0,914062

//53

/?53>

Рис. 1.
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При р = Р1 = 1 коэффициенты % и ал будут снабжены сверху
индексом 1, при р = ?2 — индексом 2, а при р = р3 — индексом 3.

Удовлетворяя граничные условия (2.2), определяем коэ рициен-
ТЬ1 а„ И Ь„, фигурирующие в (2.7) и (2.8):

(н - и,) (р.)я +р;я)(*!.|)- 42) р?)+ («(л|)-«!,3) р? ) • 2^ г4я 
(Н1 ~ Рг) (Рз*— р2Л) + (|4 4՜ Рг) (1 — рз*) р2Л

— п—п — ил.

«л3>Рз[(И1 ~Р2)—(Рх4- Р2) Р2Л1 + 2ргр2Л<*л1)— (|Ч—Р2)(14- рГ) Яд'р?, 

(Р1, Р2)(рз р2 ) !֊(Р1 4՜ Р2) (1 — р2Л) р2Л

Ь֊п = а^р5- Ьп р|л, л = 1, 2, 3,- • М /V =50,

«о = /ао0 ; Ьо = I I
Р2

с =: I Нао1>-(14- Нг)^1 _а(3) . (2 п)

р2

3. Крутящий момент, приложенный к основанию стержня, равен

М = т./С, (3.1)
где ” степень закручивания, К — жестокость при кручении, 

Как известно (5), 

п ( г
/С = V < —— I ш (з)2ш (а)б/и> (□)— —^.(8/ и 8/

1 V У

где а — граничное 
Согласно (5), 

ются по формуле:

V — 2
значение переменной С (а-с = р7, у=1, 2, 
касательные напряжения при кручении

3).
определи-

Г'/’֊ / т^= т-֊- 1ФАС)֊։ <»(С) •>»'(г41- 
Рлю (*Лр;

(3.3)

Рассмотрим численный пример. Примем —=8, ро=0,25, р3=0,2.
Р1

^диусам р2 и р3 на плоскости С соответствуют радиусы R и г на 
Носкости г, значения которых указаны на рис. 1. Значения жестко- 
стей приведены в табл. 2.

Эпюры касательных напряжений Го на внешнем контуре попе
речного сечения, на границе спая двух материалов и осях симметрии 
Нолях приведены на рис. 1.

Принимая сторону прямоугольника, параллельную оси д* за Ь, 
^ожно вычислить значения коэффициента для прямоугольников с 
Р^ными отношениями сторон. Результаты вычислений сведены в 
Табл. 3.
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II. Ռ. ՍԱՐՈ8ԱՆ

Ուղղանկյուն լայնական կտրվածքով ձողի ոլորումը, որի 
հսւմաոանցք շրջանային խոռոչում ցողված է ուրիշ նյութից 

պատրաստած խողովակ
' »

Աշխատության մե դիտարկված է պրիզմատիկ ձողի ոլորում։ Ձողի համաոանցր 
շրջանա (ին խոռոչի մակերևույթով զոդված է ուրիշ նյութից պատրաստած խողովակ։

Ձողի լայնական կտրվածքը իրենից ներկա յացնում է մի տիրույթ, որը արտաքինից սաՀ 
մ անափակված է կորադիծ ուղղանկյուն ով, իսկ ներսից' շրջանադծին րավականաչափ մՈԱ} 

կորով:
Դիտարկվող խնդիրը լուծվում Լ կոնֆորմ արտապատկերումների մեթոդով։

Ուղղանկյան կողմերի տարբեր հարաբերությունների համար ստացված են 

բրոմների և կոշտությունների թվային արժեքները։
շոշափող յա%
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