
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍ2 ԳԻՅՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵՐ 
д О КЛАД bi AKA Д Е М И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

===xTvn 1968 ՜ ՜ շ

УДК 517.5

МАТЕМАТИКА

В. М. Едигарян

Некоторые теоремы единственности для мероморфных функций 
в полуплоскости

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном 15/1 1968)

1. Как известно, с решением основной задачи теории квазиана- 
литическнх классов функций связана проблема Ватсона, которая за 
ключается в отыскании необходимых и достаточных условий, которым 
должны подчиниться числа тп, чтобы из соотношений

(1.1)

где /(г) регулярна в полуплоскости а, следовало / (г) =0. За
тем проблема Ватсона была обобщена Мандельбройтом (։), которая 
оказалась связанной с другой задачей, поставленной в 1947 г. Ман
дельбройтом и Винером (-), которую можно формулировать следую
щим образом.

Пусть те’ -/(г) голоморфна полуплоскости х >0 и пусть А по
следовательность положительных чисел, таких что

/(Л) = {0} (1.2)

|/(г)|<7Ил при [л]=д. (1.3)
огда какие условия необходимы и достаточны для последователь
ней {уИл} и А, чтобы /(г) =0?

П. Маллявин (3) обобщил задачу Мандельбройта—Винера, которая 
включается в следующем. Пусть ^=/(г) мероморфна в полуплос- 
ости / >0 и пусть А., и Ао две последовательности положительных
исел, такая что

( х ) — множество полюсов функции / (г), и

I' \ /1 \ - л V — ■‘М’ \ * • ^7

Де —- дополнение относительно полуплоскости к множеству круж- 
°в» описанных около точек множества А2 с непересекающимися ра-
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диусами. Он доказал, что обобщенная проблема Ватсона и обобщен
ная таким образом задача Мандельбройта—Винера в каком-то смысле 
эквивалентны. Им же выявлена эквивалентность вышеприведенной за
дачи со следующей задачей о проблеме моментов. Пусть

ОО

j?" </*(/) = О, (1.7)

V

где {Хл} последовательность положительных чисел, удовлетворяющих 
условию inf |Х— Х'| = с > 0, и пусть

<ч?

р"|Л(^)|<Л1я. (1-8)

О Ж
Тогда при таких условиях а(^) = С. ■

Мы рассматриваем обобщение задачи Мандельбройта—Винера, за
ключающееся в следующем. Пусть эд -= /(г) мероморфна в полуплос
кости х>0 и пусть Ах = {ь}, А2, А3 = {|ч) три последовательности 
положительных чисел. Пусть ՛ Жя

/(А1) = {0}, (1.4'|
Л1(^)ЕА2 (1.5')

и
/(г)’|<Лй при 14-О-6')

где (~д։ имеет то же значение, что и в теореме Маллявина. Наша за
дача состоит в определении достаточных условий, которым нужно 
подчинить последовательности {Л4Л}, Ап А2 и А„ чтобы из соотно
шений (1.4'), (1.5') и (1,6') следовало тождественное равенство нулю 
функции /(г), откуда вытекает, что при условиях

J <’л</а(О = о, 
ООО

о
найдено такое условие на последовательность при котором
*ЮзС- причем последовательности {ь} и |М достаточно свободны 
по выбору. Метод, применяемый в работе, отличен от метода Малля
вина и основан на применении преобразования типа свертки и других 
интегральных преобразований. В работе рассмотрено также другое 
обобщение задачи Мандельбройта-Винера. Условия (1 4') (1 5') и (1.6') 
заменены условиями (1.4՛), (1.5') и 4 V /

/(14-Ну) |2 
0+ J4 + iyy\ (/С>1 некоторое)
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Прежде чем перейти к изложению решения задачи, приведем не
сколько определений, которые в дальнейшем будут необходимы.

Определение 1. Для некоторой последовательности функций, 
следуя Г. В. Бадаляну (’), некоторую область назовем областью огра
ничения, если существует последовательность
эта последовательность функций
чисел {Сп}. Последовательность

мажорируется 
{Сп} назовем

чисел |СЛ} такая, что 
последовательностью 

последовательностью,
31

ассоциированной с областью ограничения данных функций.
"1Пусть 0= ~ \ + 00 последовательность положи

ла 7/?
тельных чисел, а {7*} последовательность положительных чисел, удов
летворяющих условию

~ 1 Д, 1 /2 — = со- 2~< + °°- л=1 *=1 7 л
Введем обозначения

Определение 2. Обозначим через В (а, 7), содержащую (0, оо), 
наибольшую область изменения г, где существуют интегралы

для п = 0, 1, 2,- •., и назовем ее областью разложимости.
Определение 3. Последовательность чисел (/и’} назовем (4) 

последовательностью единственности решения проблемы Ватсона для 
области В и для некоторой последовательности {7л}, если из усло
вия 

♦

/г=//0, л0-Н,- • •

следует, что
/ (г) 0, г£В.

2. Решение обобщенной задачи Мандельбройта —Винера при дос
рочно свободном выборе последовательностей Ах, А2 и А3 дается 
следующей теоремой.

Теорема 1. Пусть го = Р (г) мероморфна в полуплоскости 
*>0 и Ах = {7у}, А2, А3֊{|ч} три последовательности положи
тельных чисел, которые удовлетворяют следующим условиям
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inf = с >и, '
и пусть для любого п имеет место

7л+1 ~՜ Нл О,

(2.1)

(2.2)

тогда как

где
<зп

I

(2.2')

При этом, если

|^(г)|<Л4л при 
и последовательность

{т„ =֊- М„-Вп ||ап+1| + С„А„ (а, 7) + Сл+։ Дл + 1 (а, 7)]} 

является последовательностью единственности для области

(2.3)
(2.4)
(2.5)

(2.6)

огра-
ничения Du(i. i) функции В„ ( (), где

(2.8)

зп =

О

и {С„} является последовательностью ассоциированной, с областью 
ограничения функции В„ (г, t, г. ~), а {«„} такая последователь
ность положительных чисел, функция следа которой

В (□) = sup (пз — log В„)

68



удовлетворяет условию
ао

где а2 (г) есть характеристическая функция последовательности 
л2, то Л(г)=0.

Доказательство. Приведем сперва доказательство того част
ного случая, когда функция Г (г) аналитична в полуплоскости х>0.
Составим преобразование Меллина функции где р >1
некоторое число. Имеем

£(0= (а>0). (2-9)

Отсюда непосредственно следует, что £ (V) удовлетворяет неравен
ству

(01<^Ия֊1л1л.
Следуя Г. В. Бадаляну, введем вспомогательную функцию

Составим функцию

? (Л г) Я (0 (2-Ю)
О

и заметим, что из формулы обращения о преобразованиях Меллина, 
из (2.3) и из формулы (2.1") работы (4) имеем

/(г)= | /?л+։ (Л г) £ (О <Н. 
о

(2.И)

Оценка |/ (г)| нам дает

(2.12)
следовательно, согласно условию теоремы, из (2.12) следует

/(г) = 0, (0, оо) <=Е)0 (а, 7).
Тогда, применяя формулу Хиршмана и Уиддера, дающую обращение 
общего преобразования типа свертки, получим, что £(£)=() почти
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всюду, следовательно, по формуле обращения преобразования Мел- 
лина Л(?)=0. Аналогично доказывается следующая. I

Теорема 2. Пусть (~) аналитична в полу п лоскост и х
а д = 1 до А = {и;} те же последовательности, что и в тео
реме 1. При этом, если Л (г) удовлетворяет условиям (2.3), (2.4) 
и (2.5). то Л(г)=0, если при п>п0^>0 имеем

(2.13)

где \^Сп<^<х> постоянная, зависящая только от п, а ПпН) и 
Мп (О соответственно числовые функции последовательностей

7«+1 Тл4-2 ‘ *» 7^ + * ->п-‘

Т (г) = $пр 
п

7Л’ '|л —1,‘

(2.15)
Доказательство общего случая теоремы приводится к вышеука

занному следующим результатом Мандельбройта (*). I
Пусть {В,— последовательность положительных чисел, функ

ция следа которой есть В (з), а А — последовательность положитель
ных чисел, удовлетворяющих условию (2.1), Тогда, если

сю

ю существует такая функция О (г), которая ^0, голоморфная в по
луплоскости л* > 0 и такова, что

Пу

Аналогичным образом доказываются следующие теоремы.
1^е о рема 3. Пусть ю = Р (г) аналитична в полуплоскости х>0, 

а 1 'У'* А2’ Ч = {։1*} то же последовательности, что и в тео
реме 1. I огда если удовлетворены условия (1.4'), (1.6") и последо
вательность

֊ — ца„+1Г + с, (а, 7) + С;+1 Д„+1 (а> -()]՛'■}, 
лог 2X7 те Же о^оантения- о теореме 1, является 
г) / . < с'"’но‘т1,н> единственности для области ограничения

(». •;) функции Ц„ (г, (, а, ■[), то р (г) =0.
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Теорема 4. Пусть В (г) аналитична в полуплоскости х>0 
и — {•(,}, Л2, А3 «= (р.4 те у/се последовательности, что и в тео
реме 1. При этом. если Г (г) удовлетворяет условиям (1.4'), (1.6"), 
то. если имеют место (2.13), (2.14) и (2.15), где только взято

тп — Мп + С*л Ап (я, 7) + Сл+1 Ал+1 (а, т)]'Ч
Отличие в доказательстве этих и предыдущих теорем заклю

чается только в том, что, получая представление (2.11), применяем 
неравенство Шварц-Буняковского, из чего получаем, что

\ 1 ։п 1 / 
о

равенству Парсеваля для преобразования Меллина

F (v-ո + О') 
(1 + Нл 4֊ iy)p

После чего опенка интеграла
ОО

о

|/?л+1 (Հ Z)|2 

/2|է" ՜1
dt

соответственно так же. как и в теоремах 1 и 2.
3 а м е ч а н и е. При предположениях inf |Х — Х'| = с > 0, л, Х'£Л։-
1, 2) и (1.3) из нашего результата следует достаточное условие

1аллявина, так как из (2.8) видно, что имеют место

|Сл|

(дл+1|~л,

Ап (я, 7)~ еАп , 
< Во, £0 = const.

(2-16)
(2-17)

(2.18)
Соотношение (2.16) очевидно. (2.17) следует из леммы 3.2 гл. III

соотношение (2.18) следует из условия
inf [X — //1 = с О, X, X' £ А,.

В заключение приношу благодарность Г. В. Бадаляну за по-
задачи и помощь в работе.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

Վ. Մ. ԵԴԻԴԱՐՅԱՆ

նիււահարթության մեջ մերոմորֆ ֆունկցիաների համար 
միակության որոջ թեորեմներ

Ուսումնասիրվում են կիսահարթության մեք անալիտիկ և մերոմորֆ ֆունկցիաների 
ԿՒրներ։

աճի
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Ապացուցվում են միակության թեորեմներ ֆունկցիայի աճի զրոների թվային ֆունկցիայի յ 

բևեռների բաղմության վարբի տերմիններով։
Դիտարկվում է Մանդելբրոյտ֊Վիների խնդրի մի ընդհանրացում։
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