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Исследованы оптические свойства холестерической структуры с гомео-
тропными граничными условиями методами компьютерного моделирования вол-
нового уравнения в квазиизотропном приближении геометрической оптики. 
Получена трансляционно инвариантная конфигурация при толщине больше кри-
тической, а также для толщин, меньших критических, путём приложения деста-
билизирующего электрического поля. При больших величинах шага спирали 
зависимость эллиптичности выходящего излучения от шага спирали не моно-
тонна и достигает своего максимума в области шага спирали 40 мкм. Показано, 
что при некоторых дискретных значениях максимального угла отклонения моле-
кул относительно плоскости стенок ячейки вращение плоскости поляризации па-
дающего линейно-поляризованного света не зависит ни от угла поляризации 
падающего света, ни от длины волны света, по крайней мере, в видимом диапа-
зоне.  

1. Введение

Обсуждения деформации спиральной структуры холестерических жидких 
кристаллов (ХЖК) начались очень давно и до сих пор остаются в центре внима-
ния многих исследователей [1–5]. В слоях, перпендикулярных оси спирали, ХЖК 
обладают структурой нематических жидких кристаллов (НЖК), т.е. удлиненные 
молекулы стремятся ориентироваться вдоль преимущественного направления, 
единичный вектор n которого называется директор. В холестерических структу-
рах директор поворачивается при переходе из слоя в слой, и такая ячейка функ-
ционирует как одномерная периодическая спиральная структура [6–8]. Период 
ХЖК структуры равен половине шага спирали p. Шаг спирали определяется как 
расстояние, необходимое для поворота директора на угол 2. В большинстве слу-
чаев величина шага ХЖК порядка длины световой волны, но в смесях НЖК с 
небольшим количеством ХЖК можно получить смеси с большим шагом. Задавая 
гомеотропные граничные условия на стенах ячейки, можно получить весьма ин-
тересные структурные превращения. Такая структура впервые исследована в [9]. 
Управлять деформацией такой структуры можно двумя параметрами – толщиной 
ячейки L, точнее, соотношением L/p и приложенным напряжением [10–12]. Как 
и ожидается, при нулевых полях в плоских ячейках малой толщины (L < Lth) мо-
лекулы остаются перпендикулярными относительно стенок ячейки. Критическая 
толщина ячейки, при которой появляются искажения, определяется упругими 
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константами Франка К2  и K3 посредством соотношения Lth = pК3/2K2 [13]. При 
больших толщинах или при полях, вызывающих неустойчивость структуры, пер-
воначально наблюдается трансляционно инвариантная конфигурация (ТИК). В 
этом случае направление директора зависит только от расстояния от стенок 
ячейки (ось z). Неустойчивость однородно гомеотропной структуры также может 
быть достигнута гидродинамическим потоком, перпендикулярным к невозму-
щённому директору [14]. При больших толщинах или полях наблюдаются: кон-
фигурация двойного вращения, когда поле директора меняется в плоскости 
перпендикулярной стеклянным пластинам (x,z), а далее – квадратная решетка, 
которая модулирована по x, y и z [15–22]. Вблизи этих критических толщин 
должно наблюдаться резкое уменьшение порога светового эффекта Фредерикса 
[23]. Важным применением такой структуры является жидкокристаллический 
сейсмометр, основанный на интерференционных кольцах Ньютона в анизотроп-
ных средах [24]. Оптические свойства трех указанных структур исследованы в 
работе [25]. В частности, показано, что структуры ТИК способны вращать поля-
ризацию света, и рассчитана величина угла поворота. Расчетные значения хо-
рошо согласуются с экспериментом. Показано, что ТИК струкуры обладают 
чисто вращательной мощностью, исключительно при дискретных значениях 
напряжения. 

Целью настоящей работы является исследование особенностей распростра-
нения линейно-поляризованной световой волны в ХЖК с гомеотропными гра-
ничными условиями при толщинах, меньших критической, в присутствии 
дестабилизирующего внешнего электрического поля. Численное решение задачи 
проводится с помощью системы связанных уравнений, полученных из волнового 
уравнения, в квазиизотропном приближении геометрической оптики. 

2. Анизотропия диэлектрической проницаемости и  
численные параметры холестерика 

Пусть имеем холестерик с гомеотропными граничными условиями. Как из-
вестно, при малых толщинах (L < Lth) ЖК структура является однородно гомео-
тропной [13]. При больших толщинах или в присутствии внешних полей 
гомеотропная структура возмущается. Распределение директора в таком случае 
представлено на рис.1. 

Проанализируем оптические свойства такой спиральной структуры в ре-
жиме адиабатического слежения, т.е. в случае медленного врашения директора 
вдоль продольной координаты z. Примером такой среды является смесь НЖК и 
ХЖК в ТИК. В такой фазе для сохранения устойчивости структуры можно  

Рис.1. ХЖК с гомеотропными граничными условиями. 
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применить стабилизирующее магнитное поле. В таких структурах распределение 
директора вдоль продольной координаты является линейной функцией. В ре-
зультате среда становится неоднородно анизотропной. Тогда зависимость угла 
вращения директора от продольной координаты можно представить как  

 φሺ𝑧ሻ ൌ 2π 𝑧 𝑝⁄ . (1) 
Каждая плоскость, перпендикулярная оси z, представляет пластину, в которой 
директор повернут на азимутальный угол  и полярный угол θ относительно сте-
нок ячейки (см. рис.2).  

В случае, когда L < Lth и переход из гомеотропной конфигурации в ТИК состоя-
ние осуществляется посредством влияния внешнего электрического поля, и для 
полярного возмущения директора имеем синусоидальное распределение [11]:  

 θሺ𝑧ሻ ൌ θ୫ୟ୶ sin ቀ஠௭

௅
ቁ. (2) 

Диэлектрическая проницаемость такой среды представляется в виде 
 ε௜௝ ൌ εୄδ௜௝ ൅ ε௔𝑛௜𝑛௝. (3) 

Здесь ij – символ Кронекера, a = ∥ – ⊥ – анизотропия диэлектрической прони-
цаемости на световой частоте, а n – единичный вектор (директор), описывающий 
локальную ориентацию оптической оси, которую можно представить в виде (см. 
рис.2) 
  𝑛௫ሺ𝑧ሻ ൌ sinθሺ𝑧ሻcosφሺ𝑧ሻ, 𝑛௬ሺ𝑧ሻ ൌ sinθሺ𝑧ሻsinφሺ𝑧ሻ, 𝑛௭ሺ𝑧ሻ ൌ cosθሺ𝑧ሻ. (4) 

Исследуем распространение плоской линейно-поляризованной монохрома-
тической волны в непоглощающей слоисто-неоднородной анизотропной ЖК 
среде. Лабораторную систему координат выберем так, чтобы ось z совпадала с 
направлением распространения волны, а оси x и y будут определяться направле-
нием внешнего поля. Если среда слоисто-неоднородная, то n = n(z).  

Для численного анализа в дальнейшем будут использованы следующие па-
раметры: толщина ЖК ячейки 𝐿 = 8 мкм, шаг спирали p = 8, 9, 10, 18, 36, 72 мкм. 
В качестве НЖК с большой концентрацией рассматриваем MBBA, параметры 
которого хорошо известны [6, 7]: K2 = 3.810–7 дин, K3 = 710–7 дин, ∥ = 3.1, ⊥ = 
2.31. Тогда при минимальном, рассмотренном нами, шаге спирали p = 8 для кри-
тической толщины получаем Lth = 7.37 мкм․ Это означает, что кроме первого (p 
= 8) случая, во всех остальных рассмотренных случаях шага спирали (p = 9, 10, 
18, 36, 72 мкм) исходная ориентация однородно гомеотропная (L < Lth). Приме-
нением дестабилизирующего электрического поля или подбором больших тол-
щин можно получить трансляционно инвариантную спиральную конфигурацию. 

Рис.2. Геометрия задачи:  – угол между проекцией директора на плоскости 
(x, y) и осью x; – угол между направлением директора и осью z. 
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3. Квазиизотропное приближение геометрической оптики 

В случае нормального падения на такую среду (параллельно оси z) одну из 
составляющих светового поля можно исключить с помощью уравнения div D = 0 

и представить двумерное волновое уравнение для Ex и Ey в следующем виде [26‒28]: 

 

ௗమா೔ሺ௭ሻ

ௗ௭మ ൅
னమ

௖మ ℎ௜௝ሺ𝑧ሻ𝐸௝ሺ𝑧ሻ ൌ 0

ℎ௜௝ሺ𝑧ሻ ൌ ε௜௝ െ  
க೔೥ கೕ೥

க೥೥

𝑖, 𝑗 ൌ 𝑥, 𝑦. ⎭
⎬

⎫
 (5) 

Заметим, что в случае неплоской неоднородности анизотропии 
недиагональные составляющие hij (i ് j) обеспечивают взаимосвязь между Ex(z) 
и Ey(z) составляющими. 

Метод квазиизотропного приближения геометрической оптики основан на 
предположении, что в слабо неоднородной анизотропной среде волна сохраняет 
поперечную структуру, как в изотропной среде [29, 30]. Анизотропные свойства 
среды в общем случае характеризуются тензором 
 𝑣௜௞ ൌ ε௜௞–ε௜௞, (6) 

где в качестве изотропной составляющей в трехмерном случае можно взять, 
например, 

 ε ൌ
ଵ

ଷ
Spε௜௞, (7) 

а тензор |ik| << рассматривается как возмущение. Соответственно, ищем 
решение в виде 

 𝐸௜ሺ𝑧ሻ ൌ
௃೔ሺ௭ሻ

ඥமᇱሺ௭ሻ
exp ቄ𝑖

ன

௖
Φሺ𝑧ሻቅ. (8) 

Здесь J(z) – медленно меняющаяся комплексная амплитуда. Фазовый множитель 
(z) имеет вид 

 Φሺ𝑧ሻ ൌ ׬ ඥεሺ𝑧ሻ𝑑𝑧, (9) 
а изотропную составляющую z в двумерном случае представим как 

 εሺ𝑧ሻ ൌ
ଵ

ଶ
Spℎ௜௞. (10) 

Подставим (8) в (5) и, пренебрегая вторыми производными J(z) по z (согласно 
методу геометрической оптики), получаем 

 
ௗ𝐉ሺ௭ሻ

ௗ௭
ൌ 𝑖

ன

௖
𝐻෡ሺ𝑧ሻ 𝐉ሺ𝑧ሻ, (11) 

где 

 𝐻෡ሺ𝑧ሻ ൌ
௛ೣೣି௛೤೤

ସඥகሺ௭ሻ
σෝଵ ൅

௛ೣ೤

ଶඥகሺ௭ሻ
σෝଶ, 

Представляя диэлектрическую проницаемость ij такой среды в виде (3), после 
несложных преобразований получим 

 𝐻෡ሺ𝑧ሻ ൌ
௛ೣೣି௛೤೤

ସඥகሺ௭ሻ
σෝଵ ൅

௛ೣ೤

ଶඥகሺ௭ሻ
σෝଶ, 

где σෝ௜ – матрицы Паули 

 σෝ଴ ൌ 𝐼መ ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ ; σෝଵ ൌ ቀ1 0
0 െ1

ቁ ;  σෝଶ ൌ ቀ0 1
1 0

ቁ ;    σෝଷ ൌ ቀ0 െi
i 0

ቁ.   (12) 

Полученную систему уравнений (11) необходимо дополнить также 
граничными условиями 
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 𝐸௫ሺ0ሻ ൌ cosβ଴; Е௬ሺ0ሻ ൌ sinβ଴𝑒௜ஔ, (13) 
где 0 – азимутальный угол входящей линейно-поляризованной волны, а  – 
смещение фазы исходной волны, если входная волна является эллиптической. 

Система уравнений (11) и граничные условия (13) являются основой анализа 
распространения поляризованной волны в неоднородно-анизотропной среде. 
Заметим, интенсивность нормирована на единицу. 

4. Результаты и обсуждение 

Для детального количественного анализа эволюции состояния поляризации 
в неоднородно анизотропной среде удобнее воспользоваться параметрами 
эллиптичности e(z) и азимута (z), которые выражаются составляющими вектора 
Стокса [31] 
 𝐒ሺ𝑧ሻ ൌ 𝐄ାሺ𝑧ሻσෝ𝐄ሺ𝑧ሻ (14) 
и следующими соотношениями: 

 𝑒ሺ𝑧ሻ ൌ tg ቄଵ

ଶ
arcsin𝑆ଷሺ𝑧ሻቅ;  ψሺ𝑧ሻ ൌ

ଵ

ଶ
arctg

ௌమሺ௭ሻ

ௌభሺ௭ሻ
. (15) 

Здесь σෝ௜ матрицы Паули (12). 
Для конкретности продольное распределение углов (z) и (z) представлено 

в виде (1) и (2). Моделирование системы (11) проведено с помощью пакета 
Wolfram Mathematica–11. Остановимся на результатах компьютерного 
моделирования задачи с помощью системы уравнений (11). 

На рис.3 представлено поведение вектора Стокса на сфере Пуанкаре. Как 
видно из этого рисунка, азимутальный угол поляризации входящей волны 0 не 

Рис.3. Поведение вектора Стокса на сфере Пуанкаре в ХЖК с гомеотроп-
ными граничными условиями при изменении азимутального угла входной 
поляризации 0: 0 = 0 (a), /8 (b), /5 (c). Остальные параметры:∥ = 3.1, 
⊥ = 2.31, = 0.5 мкм, L = 8 мкм, p = 8 мкм, max = /5. 
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влияет на характер пространственной эволюции поляризации внутри среды. 
Изменение этого угла сводится к вращению обшей картины в экваториальной 
плоскости сферы Пуанкаре (см. рис.3a,b,c). Это означает, что вращение 
плоскости поляризации падающего линейно-поляризованного света в такой 
структуре не зависит от угла поляризации падающего света.  

На рис.4 представлена зависимость эллиптичности e(z) и азимутального угла 
(z) от пространственной координаты при разных значениях величины шага 
спирали (толщина ячейки составляет L = 8 мкмሻ․ Как видно из рис.4, при близких 
к толщине ячейки значениях шага спирали (~ 8, 10, 18 мкм) два механизма 
неоднородности – спиральность и полярный угол  вызванный увеличением 
толщины или внешним полем – конкурируют. В результате появляется 
характерная осцилляционная картина. При увеличении шага спирали (p ≥ 36 мкм) 
начинает преобладать хиральность структуры (см. рис.4, кривые V, Y). При 
малых значениях шага спирали возможно практическое сохранение линейной 
поляризации волны при выходе из ячейки. При больших величинах шага спирали 
зависимость эллиптичности выходящего излучения от шага спирали не 
монотонна и достигает своего максимума в области шага спирали ~ 40 мкм. Это 
демонстрируется на рис.5, где представлена 3D зависимость эллиптичности e(z, 
p) от пространственной координаты и величины шага спирали p. Заметим, что 
выход молекул из плоскости стен ячейки (появление полярного угла ) 
обеспечивается увеличением толщины ячейки или дестабилизирующим 
электрическим полем. Последнее вызывает переориентацию молекул согласно 
формуле (см. [11]) 

 sin θ୫ୟ୶ ൌ 2ට
ா౩

ா౩ౙ
െ 1. (16) 

Здесь Es – напряженность приложенного к ячейке квазистатического 
электростатического поля, Esc – его критическое значение, после превышения 
которого происходит переориентация. 

На следующем рис.6a,b представлено влияние полярного угла  на  
эволюцию состояния поляризации в неоднородно-анизотропной 
жидкокристаллической среде. 

Из рисунка видно, что с увеличением значения θ୫ୟ୶  (т.е. величины 
напряженности внешнего поля) величина максимально возможной 
эллиптичности растет (рис.6a). При приведенных нами значениях максимума 

Рис.4. Зависимость параметров эллиптичности e(z) и азимутального угла (z) 
от пространственной координаты при L = 8 мкм, max = /8. Шаг спирали: p = 
8 (R), p = 10 (G), p = 18 (B), p = 36 (V) и p = 72 мкм (Y). Азимутальный угол 
входной поляризации 0 = 0. Остальные параметры такие же, как и на рис.3. 
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полярного угла падающая линейно-поляризованная волна выходит почти 
линейной, в некоторых (G, B) значениях max система просто вращает плоскость 
линейной поляризации. Это означает, что подходящим выбором напряженности 
электрического поля можно получить возможность вращения плоскости 
поляризации света, не зависящей от исходной поляризации. Как видно из рис.6b, 
в поведении азимутального угла ψሺ𝑧ሻ при увеличении θ୫ୟ୶ наблюдаются скачки. 
Однако эти скачки не являются действительным нарушением непрерывности. 
Как следует из (15), эти скачки обусловлены поведением функции tg2ψሺ𝑧ሻ 
вблизи угла π 4⁄ . Это следствие того, что диапазон значений азимута ограничен 
от െπ/2 до +π/2. При увеличении шага спирали число осцилляций увеличивается, 
разрывы в зависимости ψሺ𝑧ሻ смещаются в сторону начала координат.  

Проведем более общий анализ. На рис.7 приведена 3D зависимость 
эллиптичности e(z,max), которая демонстрирует возможность управления 
поляризацией выходящей волны с помощью внешнего поля (см. (16)). Как 
следует из рисунка, при определенных, дискретных, значениях полярного угла 
max (величины напряженности поля) эллиптичность волны на выходе равна 
нулю.  
Например, построив зависимость e(max) на выходе из ячейки, нетрудно заметить, 
что нулевому значению эллиптичности соответствуют max ~ 0.48, 1.2 и т.д. В 
этом случае выходящая волна линейно-поляризована. Зависимость прост-
ранственного распределения азимутального угла при первом значении max 

Рис.5. 3D зависимость эллиптичности e(z, p) от пространственной коор-
динаты и величины шага спирали при 0 = 0, max = /8. Остальные па-
раметры такие же, как и на рис.3 

Рис.6. Зависимость параметров эллиптичности e(z) и азимутального угла (z) от 
пространственной координаты при L = 8 мкм, max = /10 (R), /7 (G), /4( B), 
/3 (V). Азимутальный угол входной поляризации 0 = 0, p = 18 мкм. Остальные 
параметры такие же, как и на рис.3. 
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представлена на рис.8. Как следует из этого рисунка, пространственная эволюция 
угла поляризации света при распространении через структуру не зависит от ее 
начального значения. Азимутальный угол на выходе поворачивается на одну и 
ту же величину, т.е. при таких значениях напряженности поля величина поворота 
не зависит от азимутального угла исходной волны. Заметим, этот вывод 
полностью согласуется с ранее полученным результатом (см. рис.3).  

Обсудим зависимость поведения системы от длины волны. Результаты 
расчета приведены на рис.9. Как следует из рис.9a, поведение эллиптичности e(z, 
) практически не зависит от длины волны. В зависимости азимутального угла 
ψሺ𝑧, λሻ от длины волны появляются две области (см. рис.9b). В диапазоне 0.3–
0.5мкм наблюдается значительная зависимость от длины волны, которая 
усиливается при увеличении max.  

Рис.7. 3D зависимость параметра эллиптичности e(z,max) от пространствен-
ной координаты и max при L = 8 мкм,0 = 0, p = 8 мкм. Остальные параметры 
такие же, как и на рис.3. 

Рис.8. Зависимость азимутального угла (z) от пространственной координаты 
при L = 8 мкм, max ൌ 0.48 рад, p = 8 мкм. Азимутальный угол входной поляри-
зации 0 = /9 (R), /7(G), /5 (B). Остальные параметры такие же, как и на рис.3. 

Рис.9. 3D зависимости параметров эллиптичности e(z, ) и азимутального угла 
(z, ) от пространственной координаты и длины волны при L = 8 мкм, p = 8 
мкм, max = /4. Остальные параметры такие же, как и на рис.3. 
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5. Заключение 

В настоящей работе исследованы поляризационные свойства света, 
прошедшего через тонкую пленку ХЖК с гомеотропными граничными 
условиями в присутствии внешнего дестабилизирующего электрического поля. 
Исследования проводились в режиме ТИК, когда распределение директора ЖК в 
плоскостях, параллельных стенкам ячейки, однородно и вращает поляризацию 
света. Показано, что пространственная эволюция линейно-поляризованной 
волны не зависит от азимутального угла входящей волны. Обнаружена 
немонотонная зависимость величины эллиптичности от шага спирали. Показано, 
что максимум эллиптичности наблюдается при ~40 мкм. Показано, что 
пространственная эволюция эллиптичности практически не зависит от длины 
волны, тогда как для азимутального угла независимость от длины волны 
наблюдается в видимом диапазоне. Последнее свойство позволит реализовать 
ахроматическое устройство, вращающее плоскость поляризации света. 

Заявление о наличии данных: Все подтверждающие данные можно 
получить у авторов по соответствующему запросу. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по высшему 
образованию и науке РА в рамках научного проекта № 21AG–1C088. 
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ՀՈՄԵՈՏՐՈՊ ՍԱՀՄԱՆԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՎ ԽՈԼԵՍՏԵՐԻԿ  
ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔԻ ՕՊՏԻԿԱԿԱՆ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ 

Լ.Ս. ԱՍԼԱՆՅԱՆ,  Ռ.Բ. ԱԼԱՎԵՐԴՅԱՆ,  Ա.Հ. ՄԱԿԱՐՅԱՆ,  Ռ.Ս. ՀԱԿՈԲՅԱՆ 

Ալիքային հավասարումից երկրաչափական օպտիկայի քվազիիզոտրոպ մոտա-

վորությամբ ստացված կապված հավասարումների համակարգի համակարգչային 

մոդելավորմամբ ուսումնասիրվել են հոմեոտրոպ սահմանային պայմաններով 

խոլեստերիկ կառուցվածքի օպտիկական հատկությունները: Տարածականորեն համա-

սեռ կոնֆիգուրացիան ստացվում է կրիտիկականից մեծ հաստությունների դեպքում, 

ինչպես նաև կրիտիկականից փոքր հաստությունների համար՝ անկայունացնող 

էլեկտրական դաշտի կիրառմամբ: Պարույրի քայլի մեծ արժեքների դեպքում, կառուց-

վածքից դուրս եկած ճառագայթման էլիպտականության կախվածությունը պարույրի 

քայլից մոնոտոն չէ և հասնում է իր առավելագույնին 40 մկմ պարույրի քայլի դեպքում։ 

Ցույց է տրված, որ բջջի պատերի հարթությունից մոլեկուլների շեղման առավելագույն 

անկյան որոշ դիսկրետ արժեքների համար, ընկնող գծային բևեռացված լույսի 

բևեռացման հարթության պտույտը կախված չէ ո՛չ ընկնող լույսի բևեռացման անկյունից, 

ո՛չ էլ լույսի ալիքի երկարությունից, գոնե տեսանելի տիրույթում: 

OPTICAL PROPERTIES OF CHOLESTERIC STRUCTURE  
WITH HOMEOTROPIC BOUNDARY CONDITIONS 

L.S. ASLANYAN,  R.B. ALAVERDYAN,  A.H. MAKARYAN,  R.S. HAKOBYAN 

The optical properties of a cholesteric structure with homotropoic boundary conditions 
were investigated using computer modeling methods of the wave equation in the quasi-isotropic 
approximation of geometric optics. A translation-invariant configuration was obtained for 
thicknesses greater than the critical thickness, as well as for thicknesses less than the critical 
thickness, by applying a destabilizing electric field. At large spiral pitch values, the dependence 
of the ellipticity of the outgoing radiation on the spiral pitch is not monotonic and reaches its 
maximum in the region of a spiral pitch of 40 μm. It is shown that for some discrete values of 
the maximum angle of exit of molecules from the plane of the cell walls, the rotation of the 
polarization plane of incident linearly polarized light does not depend on either the polarization 
angle of the incident light or the wavelength of the light, at least in the visible range. 
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