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Спектральный анализ систем вида у' = кА (х) у на полуоси
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александряном 10/11 1968)

1. Спектральным анализом оператора /л (ВЬ2 = А2 (0, оо)) 
1у = — У" + Ч (х) у
/(О)-йу (0) = 0

занимался М. А. Наймарк (։). Им получены доказательство теоремы
разложения по собственным и присоединенным ункциям оператора
1н и некоторые результаты о спектре. В частности он доказал, что
если д (х) удовлетворяет условию

Sup| (? (х) | ехр(гх) оо, е^>0, (1)

то оператор //, имеет конечное число собственных значений. Б. С. Пав­
лов (2) получил более точный результат. А именно: условие (1) мож­
но заменить условием

Sup |<? (х) | exp (s }лх) < ОО, Е < о.

В настоящей статье рассматриваются аналогичные вопросы для 
уравнения:

у' = кА (х) у, х > 0, (2)
где А (х) — квадратная матрица порядка 2л, собственные значения 
которой равны

Ху = /ру (х),

где ру(х) —>Су =/= 0, оо при х-+оо. Числа су — вещественны, различны, 
половина из них — положительны, половина — отрицательны.

Введем оператор
/ = — — kA(x). 

dx
Пусть В — совокупность всех вектор-функций у£А2, все компо­

ненты которых абсолютно непрерывны в каждом конечном интервале 
|0, а), а>0 и таких, что /у££2. Пусть 2 = ||ш,у|| произвольная квад­
ратная матрица порядка 2л, ранг которой равен п. Через обозна-
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чим совокупность всех вектор-функций у^Г) таких, что 2у(0) = р. 
Через L՛ обозначим оператор в L? с областью определения £)2 и 
Lsy = /y при y£Ds. Пусть «>;„ ш/,,---, -линейно независимые стро- 
ки матрицы 2. Обозначим 20(Л) матрицу с элементами

2 (k) = у> (0, *)), 1 < от, / < П,

где под скалярным произведением понимается матричное умножение 
строки на столбец уг

В работе доказывается, что если
ехр(—е՜/*), с>0, £>0,

то число собственных значений оператора конечно.
2. Сформулируем основные условия на уравнения (2).-
1° Пт А (х) = А (+ оо) существует, конечна и невырождена.

2° Пт Ц'(х)|)=0, ||А'(^Ж^ = ^1(0т

Введем диагональные матрицы Ло и с элементами

(\)п = к,
где }֊/ определяется формулой (3), кР = —(То՜1 Т0)ц. Матрица То опре­
деляется из условия

То1A Tq —Л.0.

Обозначим

У/О(х0, х, к) = ехр{£ (X/ + Л 1 л51} )сН}.
*0

Лемма 1. Пусть условия Iе—3° выполнены. Тогда существует 
такое, что уравнение (2) при х>хр 1т /? > 0 имеет 2п линей­

но независимых решения ур у2, • • •, у2п регулярных при 1т Л^>0, непре­
рывных при 1т Решение ур---, Уп£Т2> а решения уп+\>’*՝> У^ 
и никакая их нетривиальная комбинация не принадлежит 12.

Лемма 2. Пусть условия 1 —3е выполнены. Тогда для реше­
ний, построенных в лемме 1, при х > хг1 1т&>-0, |Л| —> оо справед­
ливы асимптотические формулы:

где

У/ (х) У/о (ло» 1 ф/ (х, Z?)),
I < I < 2п

(4)

!?/(*, Л)|<ф(х), lim ср (х) = 0.

Лемма 3. Пусть условия 1°—3° выполнены. Тогда при х>0,

существуют решения у/, для которых при |/г|—>оо справедливы 

асимптотические формулы (4/ Решения уЖА2, а реше՜ 
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ния Ул+ь”’> У2п и никакая их нетривиальная комбинация не при­
надлежит А2.

Таким образом мы получили две системы фундаментальных ре-

щений уравнения (2). Обозначим их соответственно {у/} {у,}.

Лемма 4. Системы решений {у/}, {у/} связаны формулой:
2п Ос

у(х, к)= (х, £)с((/г).
/«■ 1

где с1 (/г) = р/ -ф О (й 2) являются регулярными функциями по К.
3. Введем функцию

Рз(Л) = (1е120(Л).
Следуя Б. С. Павлову (2) будем называть точку 7< = К. особой 

точкой оператора Аз, если А\_. (/го) = О. Кратностью особой точки 
К=К0 будем называть кратность корня £>_-(/го) = О. Множество всех 
особых точек оператора Е2 обозначим через Е\ множество всех 
собственных значений—через Е0-у множество всех особых точек, лежа­
щих на вещественной оси ( — со, 4-°°) —через Ег; множество всех 
точек накопления собственных значений — через Е3.

Лемма 5. Пусть выполнены условия 1°—3°. Тогда функция 
02(Ь) регулярна при 1т&^>0, непрерывна при 1т & > 0 и для нее 
верна асимптотическая формула

D* (k) = с + О (k~x), оо.с =£0,
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1°—3е. Тогда
1) множество собственных значений, занумерованных с уче­

том кратности, удовлетворяет условию

2 1т /г0< оо;

2) ^множество Ег ограничено, замкнуто, имеет меру
нуль и удовлетворяет условию

>— со,

гйе |/*| — длина интервала смежности к множеству Ег и сум- 
пирование распространяется на все ограниченные интервалы смеж­
ности.

Лемма 6. Пусть выполняется условие Г—3° и

||А' (л)||<с exp (—еха), с > 0, е>0, 0<а <-i-, (5)

тогда
т

\D(2') (k)\ ■^.c1dm т\ т> 1, Im 0, 
где сг не зависит от mv d = const.
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Т еоре ма 2. Пусть выполняется условие Г—3 и (5). Тогда 
I) А'3сЕ; 2) множество Е2 ограничено, замкнуто, имеет меру 
нуль и удовлетворяет условию

где длина интервала смежности 1к к множеству Е2 и сум. 
мирование распространяется на все ограниченные интервалы 
смежности.

Т е о р е м а 3. Если выполняются все условия теоремы 2 и

а = — то число собственных значений оператора Е2 конечно.
о ’
Методы доказательств аналогичны методам, которые применя­

лись в работах (2>3).
Выражаю глубокую благодарность М. В. Федорюку за постанов­

ку задачи и постоянное внимание к работе.
Московский физико-технический 

институт

(Ւ. Ա. ՇՒ(ԴԿ8ԱՆ

y' = kA (д-) у տեսքի սիստեմի սպեկտրալ անալիզը կիսասւոանցքի վրա

'Ւիտ արկվո լ մ

y'=kA(x)y, X>0. • (1)
ավասա րում ր , որտեպ A(x)~p 2(1 4ա Ր 7 Ւ քաոակոլսային մատրիցա է, որի սև փ ական ար֊ 

յԼրհևրի կևսր rj tn հ j ո լ. մ է վերիհ կի ս ա > ա ր [<) ո լ իք յ ան մե$> կե ս ր՝ ստորին կի ս ա Դ ա ր ի! ս լ* 

թյան մեջ։

Սահմանված է էշ օսլևրատորը Լ$ (0. 00 ) ա ա ր ա ծ ո աիէ յ ո ւՀհ ո ւ^մ և ա սլա րյու.րյէ[ու_մ է 
որ, ե/մե՝

M'(x) II <cexp (—q/r՜), c>0. e>0,
ապտ ֊/, արժեքները կլինեն վերհտվոր թվով.
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