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1. Пусть•г
/л\ 
о /

ш-

(4 — единичная матрица л-го порядка).

1/(г) (0оо) — эрмитова матрица-функция 2л-го порядка.
С помощью матриц-функций ./ и У (г) можно написать каноническое 
дифференциальное уравнение с комплексным параметром а:

для (2л X л)-матрицы-функции У (г; /.) (0<С/'<^ос).
В дальнейшем, если не оговорено противное, уравнение (1) рас­

сматривается в предположении суммируемости потенциала

I7 (г) (1Հ (Г) = V* (г) <2л (0 ,оо)*).
и только одноПри этом предположении уравнение (1) имеет одно 

решение К = X (г; /.), допускающее асимптотику:

где X (/.) (— оо</.< /. ) —некоторая унитарная матрица-функция л-го 
порядка. Последняя называется З-матрицей уравнения (1).

Как известно (см., например, (’)), с помощью простой подста­
новки, сохраняющей суммируемость потенциала и 5-матрицу уравне­
ния, каноническое дифференциальное уравнение (1) может быть пре­
образовано к уравнению с потенциалом V7(г), удовлетворяющим ус­
ловию ./-эрмитовости: .IV —— ]/}. Потенциал, удовлетворяющий это­
му условию, будем называть нормализованным.

1*пут(а, /Д обозначается класс (п Х/п)-матриц функций с элементами из
IV'(а, Ь). |
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При условии вещественности потенциала V (г) (£1Л 2л (0, ос)) 
существование решения X (г; X) уравнения (1) с асимптотикой (2), 
вместе с рядом структурных свойств 5-матрицы 5 (X), было установ­
лено в (-). В случае эрмитова суммируемого потенциала V (г) (и да­
же для бесконечномерного канонического уравнения) существование 
решения X (г; X) с асимптотикой (2) было доказано в (1). Там же бы-
до показано, что матрица-функция определяемая асимптотическим
соотношением (2), может быть также истолкована как матрица рас­
сеяния в рамках нестационарной теории рассеяния.

Здесь в обобщении результатов статьи (2) устанавливается пред-
ложение, в некотором отношении окончательное.

Теорема 1. Пусть 5 (X) (— ос < X ос) — унитарная матри­
ца п-го порядка: 5*5 = /л. Для того, чтобы она была З-матрицей, 
некоторого канонического дифференциального уравнения (1) с сум­
мируемым потенциалом V (г), необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись следующие два условия:

1) матрица-функция 5(Х) допускает представление
ос

5 (>.) =/я - | Г (О е՜"(3) 
— ж

где Г С Схл (0, ос).
2) Частные индексы матрицы-функции 5(Х) равны нулю. При 

выполнении этих условий существует единственное каноническое
дифференциальное уравнение с нормализованным потенциалом
У(Цлх։л (0, ос). имеющее данную матрицу ункцию 5 (X) своейн1

г

S-матрицей.
Поясним смысл второго условия. Как показано в (3), если для 

некоторой матрицы-функции 5(Х) (не обязательно унитарной) выпол­
няется условие 1) и det5(X)=£O (—оо<Х<оо), то существует един­
ственная правая факторизация матрицы-функции 5 (X);

5(Х) = 5_(X)D(X)5 (X) (-оо<Х< оо) (4)
такая, что

ос՛

S_(X)=/n-j s_(t)e~M dt ($_(Ъ!,хл (0, оо); det (> )=/= О 

О . •
при 1тХ<;0 (о)

оо

().) = 1п + 1՜ s (t)e"'dt (s+CLnxn(0, оо); det S+ (>.)=/= О при 1пй>0,

а I) (/) — диагональная матрица:
(6)

> • • • — целые числа^ •
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Числа х7 (у=1, 2,-։, я) называются частными индексами (правы, 
ми) матрицы-функции 5(/-). Если для матрицы-функции 5(X) выпол­
няется условие 1) и она унитарна то |беи<?(л)|=1, а поэтому в этом 
случае 5(/) допускает факторизацию (4). Условие 2) Теоремы 1 озна­
чает, что £>(/֊) = Л, так что

S(A) = S_(/.)S (>.) (-- ОО

2. При доказательстве теоремы 1 попутно устанавливается фак- 
торизационная теорема, представляющая самостоятельный интерес.

Прежде чем ее сформулировать, условимся относительно следую- 
щего обозначения: если л (0, °°), то через Г обозначается one- о
ратор, действующий в гильбертовом пространстве L;xi (0, оо) * сле­
дующим образом: И

ос
(Г/)(0= fr(? + s)f(s)ds (/edxi (0, оо)).

Через ЛГ обозначается норма оператора Г в гильбертовом пространстве 
Ьх1 (0, ос).

Теорема 2. Цля того, чтобы данная матрица-функция 
Г0£Ь!; л (0, оо) допускала продолжение Г£Ьпхп ( — со, сю) (Г (О =Г0(/) 
при [0, оо)), для которого матрица-функция 5 (/.), определяе­
мая равенством (3), была унитарна и имела частные индексы, 
равные нулю, необходимо и достаточно, чтобы ||Г0||<^1. При выпол­
нении этого условия требуемое продолжение Г (£Ь,1։Хл ( —оо, ос)) оп­
ределяется единственным образом.

У кажем процедуру построения матрицы-функции 5 (а) по данно­
му Го£ЕЛ ;д(О, ос). Оказывается, условие '|Г0||<^1 обеспечивает суще­
ствование в классе Ьгл п (0, ос) единственного решения уравнения

(tie ' 'dt (Im л <0);

dt (Im/- 0).
(I

вводится обычным образом: ec.i”калярное прошведение в L? ։ b)

ГI ", (a, h), to (/. g) fj <s)gj (s)ds

152



Таким образом, С7_ (/.) (б/+(/.)) матрица-функция //-го порядка, голо­
морфная внутри нижней (верхней) полуплоскости и непрерывная 
вплоть до границы. Далее обнаруживается, что и определители 
jetG (/.)=^=0 в соответствующих (замкнутых) полуплоскостях. Поэто­
му матрица-функция 9

S (/) = G- (/) G+ (/.) (—оо<^л<ос) (11)
унитарна и имеет частные индексы, равные нулю. После этого легко 
проверяется, что 5 (л) допускает представление (3), в котором 
Г(£Ьл л(—°°) есть требуемое продолжение данного Г0(^С л (0, оо)).

3. Можно указать две процедуры восстановления уравнения (1) 
с суммируемым потенциалом V по его 5-матрице 5 (>•). Одна из них 
(с которой мы и начнем) является переносом с некоторой переработ­
кой на уравнение (1) процедуры, разработанной в (4) для случая век­
торного дифференциального уравнения 2-го порядка. 'Гут же укажем, 
что при других предположениях на потенциал 1/перенос этой проце­
дуры на уравнение (1) был уже осуществлен в работах (5'6). Вторая про­
цедура является дальнейшим развитием процедуры, указанной в (2> 7).

Условимся для Г£Ь1хя(0, ос) через Гг (0 /< ) обозначать
оператор, действующий в гильбертовом пространстве л(0, оо) по 
формуле

(Г,/) (/) = ("г (г + < + ։)У(з) (/£ Ц , (0, ос).
<7 О

Пусть унитарная матрица-функция 5(>.) удовлетворяет условиям 1), 
2) теоремы 1. Образуем для с помощью матрицы-функции Г (£)» 
взятой из представления (3), матричные интегральные уравнения:

(I — Г,Г*) <М0 = Г(гтП (0</<ое) (12)

(I - ГгТг) Ф,(0 = Г* (г + 0 (0</<эс). (13)
Па основании теоремы 2 можно утверждать, что в классе л(П. ос) 
эти уравнения имеют единственные решения Фг, Ч г. С помощью их 
потенциал V уравнения (1) с 5-матрицей, равной 5(X), находится по 
формуле

У{Г) = (А(Г} (0<г<оо), (14)
\ В (г) —Л (г)/ 

где
А(г} = ф-(О֊ .

2/ 2«
4. Локально суммируемая матрица-функция л-го порядка//(О — 

= //*(/) (_оо <г<оо) называется здесь эрмитовой акселерантой 
(ср. (-՛■8)). если векторное интегральное уравнение

при любом

<f(t) ф I H(t — s)®(s)rfs = O (ОСГ<г)
о

r>0 имеет единственное непрерывное решение ф(/) = 0.
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Для акселераты при любом г>0 существует резольвентное 
ядро Г г (Л з). определяемое из уравнения ։?

Г
Г,(Л 5)+ Н (/ — и) Гг («• $)би = — 5) (0<Л я<г) (15)

о ®
как непрерывная вектор-функция от 5 со значениями из ЬЯхл(О, г). 
Можно придать точный смысл матрицам-функциям

А (г) = - 21т Г2г(0, 2г); В(г) = 2Ре Г2г(0, 2г), (1Г)
которые при этом оказываются локально суммируемыми. После этого 
можно образовать каноническое дифференциальное уравнение (1) с 
потенциалом 1/(г), определяемым по формуле (14). , 9

Имеет место предложение, согласно которому каждое канониче­
ское уравнение (1) с нормализованным потенциалом порождается ука­
занным образом одной и только одной акселерантой ('• 2> к). Это пред­
ложение может быть дополнено следующей теоремой.

Теорема 3. Для того, чтобы некоторая локально сумми­
руемая матрица-функция Н (/) = Н* (—1) (— ос < / ос) была ак­
селерантой некоторого канонического дифференциального уравне­
ния (1) с суммируемым нормализованным потенциалом, необходимо 
и достаточно, чтобы она удовлетворяла следующим двум условиям՛.

1)

Связь между акселерантой, порождающей уравнение (1), и 
5-матрицей этого уравнения устанавливается следующей теоремой.

Теорема 4. Пусть 5(7) = 5_(/.)5+ (/.) факторизация 8-мат- 
рицы канонического дифференциального уравнения (1) с суммируе­
мым нормализованным потенциалом V. Тогда имеет место ра­
венство 

где Н (7) — акселе ранта рассматриваемого уравнения (1).
Гаким образом, вторая процедура восстановления канонического 

дифференциального уравнения (1) заключается в следующем. По фор­
мулам (9) и (10) производится факторизация матрицы 5(7) т. е. оп­
ределяются $_(/.) = О_ (7) и (/.) = Г}՜1 (/,); затем из (17) находится 
эрмитова акселеранта НН), которая позволяет уже по формулам (15), 
(16) и (14) получить искомый потенциал V. 3

Отметим, что средний член в равенстве (17) есть не что иное, 
как д-(1.)1с1/, где 1 (/,) спектральная матрица-функция каноническо- 
ю дефференциального уравнения (1) (о спектральной матрице-фун- 
нии уравнения (1) см. (*)).
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