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В работе (х) был выделен класс интегральных уравнений, являю
щихся естественным обобщением классического уравнения Вольтер
ра. В предлагаемой заметке для изучения этих уравнений вводится 
соответствующая символика, а также устанавливаются дальнейшие их • и свойства и указываются некоторые возможности применения получен
ных результатов.

1 . Пусть £) — произвольное открытое множество п-мерного эв
клидова пространства (// > 1). Следуя (г), назовем открытое множе
ство вольтерровским, если любое ядро /С(х,
тождественно равное нулю вне 5, не имеет собственных значений. 
Особый интерес представляет случай, когда вместе с множеством 5 
вольтерровским является и его дополнение С5 = О X Л — 5,—в этом 
случае 5 будем называть максимальным вольтерровским множеством. 
Полная характеристика вольтерровских множеств дается теоремами 
1 и 2 (*).

Пусть 5 некоторое (в дальнейшем зафиксированное) максималь
ное вольтерровское множество. Несколько отклоняясь от обозначе
нии работы (2), условимся записывать х если (х, ) £5 и х-< £— 
в противном случае*. Под обозначением

X

«У ։

будем подразумевать л-мерный интеграл функции /, распространен
ный на часть области характеризуемую условием х, если

Если же х-< то в этом интеграле следует переставить „пре-

Такая запись оправдывается тем обстоятельством, что. согласно теореме 2 
б), множество 5 индуцирует операцию упорядочения в множестве точек области 
Човлетворяющую следующим аксиомам: а) из х—- у (.г следует > .— .с, б) из 
л ь- у 2 следует х г.
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делы* и изменить знак на обратный. Обозначим теперь через л0 и А-1 
соответственно „наибольшую** и „наименьшую* точки множества О 
т. е. будем считать, что для всех х^О х° -< х -֊* х1 (при этом необя- *>
зательно отождествлять точки и х1 с некоторыми точками из О).

В указанных обозначениях обобщенное уравнение типа Вольтер, 
ра второго рода записывается в виде

X
у(л)=л /)у (О^+/Г<), (||

Л* V 1
х = (А-1, л-2,..., хп)^ К(х, О€£2($), /(л)СА2(О).

Сопряженное уравнение записывается в виде

г(х) = х)г^)сК+/(х). (1’|

Уравнение Фредгольма второго рода в этих обозначениях запишется 
в виде (1) с точкой х1 вместо переменного „верхнего предела* ,г 
интеграла.

2 . Оказывается, что все основные результаты классической тео
рии уравнений Вольтерра полностью сохраняют свою силу в случае 
уравнения (1), причем даже аналитическая запись формул формально 
не меняется. Последнее обстоятельство является следствием следую
щего легко проверяемого „правила Дирихле** перестановки интегра
лов с переменными пределами

** ’ х х՛• о р Р .
| f^s,-.)dsd-.= I (2)

<7 V м </
11 I $ 1

из которого, в частности, следует, что уравнения (1) и (1*) являют
ся взаимно сопряженными. I

Пусть теперь ядро уравнения (1) удовлетворяет оценке
1Ж /)|<Д (х)В(Г), х°^ х-< х\ (3)

где .4, В^Ь2(О). Тогда итерированные ядра будут удовлетворять 
оценке ” ' 

2/1-2

{/$ (Л.
■

(4)

а решение уравнения (1) (почти всюду на /9) — оценке
I у (.V) |< !/(.<)! +

- •
֊ |/.|А (Л-) В (!) ехр ( р.| А (’.)B(^.)d-'l|/(f):df.

-<• г
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Указанные оценки можно доказать, пользуясь формулой 
* / •’ \ и-1 / х \ з—։

сЕъ =

(₽ея, Ре; (6)
\/ /

Заметим, что эта формула доказывается 
ческом случае, так как интегрированием 

не так просто, как в класси- 
по частям нельзя воспользо-

ваться.
Если не подвергать ядро ограничению (3), то нормы ите

рированных ядер, вообще говоря, стремятся к нулю медленнее, чем 
в оценке (4). Можно доказать, что в этом случае

$)|2 сШ-
п

причем эту оценку (доказанную в классическом одномерном случае 
Ф. Трикоми (2)), вообще говоря, нельзя улучшить.

3?. Рассмотрим теперь следующее уравнение с интегралом 
Стилтьеса

у (д-) = X у (-) К(х, (1՜) 4֊/ (а), *0-։ X —՝ X1, (8)
л®

где К (х, Е)— функция точки х = (хп х2,--, хп) и аддитивная 
функция множества ЕаО.

Интегрирование, как и з (1), производится по области х°-< х, 
т. е. функция К(х, Е) определена для тех значений аргумента, для 
которых е-* х(е£Е).

Для определенности предположим, что интеграл в уравнении (Ч) 
непрерывен в Е) для любой непрерывной в О функции у(х).

Нас интересуют случаи, когда уравнение (8) с произвольной не
прерывной функцией / имеет единственное непрерывное решение, по
лучаемое, к тому же, методом последовательных приближений. Про
стейшие примеры показывают, что ни одно из этих условий, вообще 
говоря, не выполняются. Оказывается, что для выполнения всех этих 
условии достаточно, чтсбы ядро К удовлетворяло оценке

.V
9 = 5ир АД՜, ГЛ1

X .V V
I

(9)

Интересно отметить, что это ограничение касается поведения 
ядра К(х, Е) лишь вблизи границы д8 зафиксированного в п. 1° 
вольтерроЕского множества 5 (т. е. при тех значениях (х, £), для 
которых множество точек вида (х, е), е£Е, лежит вблизи д5). В ча-
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стности, если функция Л'(л', £) непрерывна на то 0 = 0 и, таким 
образом, уравнение (8) обладает требуемыми свойствами при любом 
) о֊, в этом случае уравнение (8) обладает свойствами уравнений
Вольтерра, хотя интегрирование в нем может производиться одно- 
временно по многообразиям различных измерений (от нуль-мерных 
до //-мерных). <

4 . Большинство классических задач для гиперболических и па
раболических уравнений путем соответствующего подбора ядра мож
но свести к уравнению вида (8) с 6 = 0. Однако результаты п. 3՜ 
можно применить к гораздо более общим дифференциально-функ
циональным уравнениям и, в частности, к уравнениям с отклоняю
щимся аргументом. В последнем случае особый интерес представляют 
по существу не исследованные пока задачи для уравнений с частны
ми производными. Имеющиеся в этой области некоторые результаты 
И. М. Гуля (3) могут быть усилены применением критерия (9).

Гораздо большие возможности для применений представляет 
предложенная в работе (4) (§ 2) идея .выделения вольтерровской 
части14. Суть ее состоит в том, что в уравнении Фредгольма второго 
рода выбором подходящей максимальной вольтерровской области 5 
интеграл представляется в виде суммы двух интегралов типа (1) и 
(1*) соответственно. Если при этом окажется, что в области СЗ - 
= О \ О — 3 ядро К (а՜, /) достаточно „мало*, то это уравнение мы 
можем решить в два приема: сначала, приняв второй интеграл за изве
стный, решим соответствующее уравнение типа Вольтерра, а потом, 
использовав „малость44 ядра /< на СЗ, решим полученное уравнение 
Фредгольма. Если, например, окажется, что в области 5 (т. е. в обо
значениях п. 1 , при а*°֊< а) удовлетворяется оценка (3), а в до
полнительной области СЗ (т. е. при а*~« лл) | К (а*, /)|-^г(А, /) 
(-(х, /) = 0 при а и з (а՜, £Ь2{СЗ)), то указанная схема осуще
ствима, если норма функции

X -Г

|/.| Д (л) В (-) ехр ՛ |/.| 1 Д ($) В(з) с/з | г (-, /) сИ (10)

Аф ՛ -с

в Л2(/?Х^0 меньше единицы. В противном случае этот процесс 
можно повторить уже применительно к преобразованному ядру, выб
рав подходящее (вообще говоря, отличное от 5) максимальное воль- 
терровское множество 3' и т. д. В

Этот же подход можно применить и при изучении уравнений с 
интегралами Стилтьеса. ՛&

5°. Как можно было заметить, вышеприведенные результаты, как 
и результаты работы (]), основывались на систематическом использо
вании понятия вольтерровского множества, индуцирующего соответ
ствующее упорядочение. Конечномерность пространства нигде суш6' 
ственной роли не играла, поэтому указанные результаты, как и соот
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ветствующая символика, привлечением теории абстрактного интегриро
вания могут быть перенесены на случай абстрактных пространств.

Здесь необходимо отметить, что попытка построить теорию урав
нений Вольтерра в абстрактных пространствах, по-видимому, впервые 
была предпринята В. М. Добровским (•'•), который трактовал понятие 
уравнения Вольтерра с несколько иной, но более широкой, точки 
зрения.

В заключение отметим, что, подобно классическому случаю, ре
зультаты этой заметки могут быть перенесены на случай других клас
сов ядер в уравнении (I) (изменится разве что оценка (7)), а также 
на случай нелинейных функциональных уравнений (см., например, (В).
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2. Р. ՆԵՐՍԵԱՅԱՆ

Վոլտ եր այ ի տիպի ընդհանրացրած հավասարումների 
հատկությունների մասին

1ԼչխատաՆք1> ք արդյունքների ,քւմա'ե վր ա դուրս են քերվում րՆ դ • ան ր ա ց ր սւ ժ Վո/տերա յի 
տիպի ինտեգրալ Հավասար ու մնէ րի որոջ հա տ կու [1 յունն Լ ր: Մտցված են Հարմար նշանակում
ներ, որոնք նպաստում են այն հանգամանքին, որ բանաձևն րի արտաըրն տեսքը մնում է այն- 
պիսին, ինչպիսին էր կլասիկ Վոլտերա լի տիպի Հավասարումների դեպ քում ւ

I! ւ ս ո ւ մն ա ս ի ր ւք ո ւ մ են Նաև Ատիլտյեսի ին տ ե գ ր ա լն ե ր ո վ . ավաս ա ր ումն ե ր ր է 1!.յստեգ ստացված 
են պայմաններ, որոնք ապահովում են Հաջորդական մոտավորությունների եգան ակի դուգամի- 
տու թյՈէնը։

Նշվում են կիրաոման Հնարավորությունները։ II ասնավորաբ ար, արդյուքները կարելի է օգ
տագործեք շե ղվո դ ար դում են տով հավասարումների Համար Նոշու խնդրի ուս ումնա ս ի ր ու թ յան 
ք! ա մ ան ա կ ։

^իսնավսրվում Լ այսպես կոչված ովոյտերայր Սասի անջատմանս եդանակր
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