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Базы дуг ориентированных графов изучены пока еще недоста
точно. Некоторые результаты можно найти в монографии (’) и в ра
ботах (2>3).

В настоящей статье рассматриваются базы дуг конечного обык-
новенного ориентированного графа. Получен критерий единственности 
базы дуг с помощью матрицы смежности и описан метод нахождения 
некоторой базы дуг. Везде под термином орграф будем понимать ко
нечный обыкновенный ориентированный граф. Это ограничение не на
рушает общности, так как все результаты о базах дуг легко распро
страняются на произвольный ориентированный граф.

1 оворят, дан конечный обыкновенный ориентированный граф 
и), если даны конечное непустое множество X, элементы 

которого произвольной природы, и множество и = {(х. у)/х, у£ X, 
элементами которого являются упорядоченные пары множе

ства Л. Элементы множества X называются вершинами графа, а эле
менты множества 4/-дугами графа. Для дуги и = (х, у) х называет
ся началом, а у —концом. Путем называется такая последовательность
д? г 1/1 ( я* = (х*_ь х*)], где конец пре-
дыд . шеи д\I и является началом последующей. Число дуг /? — длина 
пути. Скажем, вершина у достижима из вершины х, если существует 
путь и идущий из х в у, то есть и = |(х = х0, х։), (х1։ х2),'.--, (х>_ь 

Обозначим отношение достижимости в орграфе £ ==(.¥, й) 
через £>с(х, у). Базой дуг (') орграфа £ — (ЛЛ, (У) называется такое 

дуг V. <^(У, которое удовлетворяет двум условияммножество

О Vх» у£Х |Ծա (х, у) — £)г (х, у)],

2) уУс №ух, у£Х\ГК> (х, у)<бГ^(х,у)|, 
где £)ц (х, у) означает отношение достижимости в орграфе £ с по- 

щ ю ду I 117, а Т) — отрицание отношения достижимости. Матрица
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смежности С) орграфа Л ~ (Л, (7), Л — { х1։ х2, • • •, хл|, 

, а элементы определяются

имеет вид

соотношениями г. 1 если
О если

(х, ,ху) £ и 
л) ё и.

В /?-ой степени матрицы R элемент г;,; показывает число путей 
/?-ой длины, идущих из х1 в X;, а если вместо операций сложения и 
умножения производить булевые операции, то гц\- покажет суще
ствование или несуществование путей £-ой длины, идущих из х1 в х,. 
При булевых операциях существует такое минимальное целое число 
/л0, что (R 4՜ Е)т* — (/? 4֊ £)'п*+1 = • • •, где Е — единичная мат
рица.

Теорема 1. Если №~база дуг орграфа Ь = (X, О) и R՝֊мат
рица смежности орграфа 1^ = (Х, 117), то + Е)п= (R + Е)п (опе
рации булевые).

Для орграфа существует такое целое минимальное число 
/л 1г, т0 < пг м < п, что (А>14-£)'Пи = (/?, 4- Е)'" цг'+1 = .... В силу опре
деления базы в орграфе достижимость такая же, что в А, поэтому 
(А\ 4-£)'Ли’/= (7?4 Е)т°. Но так как т^, т0<п, то №г+Е)п=(Л+Е)п. 
Обозначим через и* множество всех тех дуг вида и —(х, д’), где вер
шина у недостижима из вершины х в орграфе (X, Ц\и).

Теорема 2. Пересечение всех баз дуг И71։ И72, •••, 117/ есть 
множество и*\ п 117* = П*. 

к
Что 117* (У* для Л 1, 2, •••,/, очевидно. Значит [1 117* и*.

По (У* (1117л, так как если (х, у) = а£п 117*, то в орграфе (х, Ц\и) 
к к

вершина у недостижима из х.
Теорема 3. Орграф Л имеет единственную базу дуг тогда 

и только тогда, когда пересечение всех баз дуг О* является ба
зой.

Если /У* является базой, то все базы И71։ И72,---, 117/ совпадают, 
в силу второго пункта определения базы, и база единственная. А ес
ли база единственная, то 1^4 — И72 = • ՝ • = — П* и О* является
базой. Обозначим через R* матрицу смежности орграфа Ь* = (Х, £У*).

Из теорем 1, 2, 3 следует.
Теорема 4. Орграф У имеет единственную базу дуг тогда и 

только тогда, когда (R* 4՜ £)л = (R 4՜ Е)п (операции булевые).
I еорема 4 дает матричный критерий единственности базы дуг и 

применим в практике. Чтобы узнать, имеет ли данный орграф един
ственную базу или нет, нет надобности проверять выполнение равен
ства (/?• ֊]֊ Еу> = (£ 4- Е)\

Можно вычислить (/?* 4 Е)ти*, где ти* минимальное число, для 
которого (R* + Е)ти՝= (R + Е)ти՝*՝, (R 4֊ Еу\ и проверить (/?* 4֊
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4-£)’7’^*= Если последнее равенство выполнено, то орграф
А имеет единственную базу и она есть и*. Значит, задача свелась к 
нахождению матрицы /?*. Чтобы получить /?* = /,•» >11, можно посту, 

пить следующим образом.
Если элемент матрицы /?, и, у = О, то и, у = 0. Для каждого эле

мента г, 1 строится матрица /?*, которая отличается от матрицу н * к
R только элементом 47-ой строки и /7-ого столбца; на этом месте в 
А7 стоит нуль. Вычисляется (А7 + Е)”1'1, где т* минимальное целое 
число, при котором (/?* + £)"'*=(/?*+£)т/г+1. Если в (/?*֊{- Е)'Пк в 

♦
пересечении 47-ой строки и Д-ого столбца 0, то г1{1, д=1, в против

ном случае уЛ = 0.
Но этот способ нахождения матрицы R* требует много вычис

лений. Ниже приводится более рациональный метод.
Теорема 5. Дуга (XI, х}) = п ( 4/* тогда и только тогда, 

когда ^711-Тг^~1)-г<Л7') (*) для £=2, 3,ли0+1 

где г/0)> = 0, а г!*}, г,*7п, гу*7֊) элементы соответственно Дк /?*-’

Гак как существует г!*/1' путей длины к— 1, идущих из X/ в
то, присоединив к концу этих путей дугу и = (х/,х.-), получим 

ДЫ) , ՝ ' Ъ
С(։ I путей длины к, идущих из х, в Ху. Таким же образом полу
чаются Гу։ у путей длины /?, идущие из X/ в х7 , если к началу 
путей гу, у присоединим дугу и = (х/, х7 ). Но среди этих получен-

_(Л-1) । (Ь-1)
ных гс I путей могут быть совпадающие. Покажем, что
число их равно г}*/"*. Что их число не меньше г\кД2\ очевидно. Но
если путь р, 
длину к — 1 
НЫЙ Путь [|1, 
вается дугой 
щий из х, в

идущий из X/ в хх-, и путь у, идущий из ху в Ху, имеют
и такие, 
44], или,

что пути [р, и\ и 14/, V] совпадают, то получен
ию то же самое |ц, у], начинается и заканчи-

4/, а это значит, что он содержит путь длины к--2, иду-
XI. То есть число совпадающих путей не больше г<кД2}. 

Следовательно, число их равно г\кД2\

если кроме и~ (х^, х7 ) не существует простого 
в ху , то есть 4/А/':, то равенство (*) выполне-

Таким образом, 
пути, идущего из X/ 
но для любого к. А 
0*04՜ 1, то кроме и = 
из X/ в Ху. Если бы

рема доказана.

если равенство (*) имеет место для к — 2 3 ••• 
(х/, ху) не существует простого пути, идущего 
существовал такой путь, то существовал и путь 

у было бы больше, чем г . Тео

Очевидно следующее.
Следствие. Дуга (х1, ху) = 

когда 77 и У* тогда и только тогда,

Л=2 ь=2
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т0+1
Обозначим через р1։ у = 2 г{‘’.,а через^,; = 2 (г<*’»',4-гу‘_')—Г/*72)- 

л-2 *-2
Теперь ясно, как получить матрицу /?*. Нужно вычислить R2, R3,-՝- 
• и для каждого элемента г/։;=1 матрицы R рассмотреть
разность о/,; = р{, } — д1։

Элементы матрицы /?* определяются соотношениями

1 если = О
О в остальных случаях.

Все изложенное покажем на одном 
примере.

Матрица смежности орграфа, изо
браженного на рис. 1

2»

Рис. 1.
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Значит (/? + Е)3 = (R Е)\ следовательно, /я0 = 3. 
Нам нужны /?2, R3,--՛,
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. R3 =

Для определения R* нужно вычислить 8։>2, о2. ։, 61>3, З3։4, 64 3
Ч 2.

6i,2 — Р\,2 — q\2 Р\л =
т0+1=4

Г(Л) п _ V г 1,2 ,^1.2 — >, (Л-1) , 
1.1 3

81,2 = 2 — 1 = 1 >0,
$1,3 = Р1.3 — ?1.3 = 2 — 2=0,
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02,1 =Р2,1 —?2.1 =1-1-0

Определим

&з,4 = Р$Л — ^3’4 = 1 ~ 1 = О’

$4,3 = /Чз <74,3 — 2 1 = 1 > О,

$4,2 = Р*2 — <74Д ~ 2 “ О-

0 0 10

10 0 0 
О* =

0 0 0 1

0 10 0

и вычислим (/?* 4՜ Е), (/?* + Е)2, • • •, (R2 + £) и

№*+Е) =

։ 1 0 1 О 

110 0

0 0 11 

0 10 1 

10 11

1110

0 111

110 1

, (/?* + £)3 =

(операции булевые).

Значит, (R* -ф Е)3 = (Я* + 2?)4, следовательно, ти*=3 и (R* + Е)ти'= 
= (R + Е)т<>. Орграф имеет единственную базу и* = ((хп х3), (х2, хт), 
(■^3։ -^4)» (-^4* Л'г)}* УяЯ

Когда орграф не имеет единственную базу дуг, то этот метод 
не дает базу дуг, а только дает пересечение этих баз и*. Ниже опи
шем способ нахождения некоторой базы дуг орграфа А, который 
имеет произвольное число баз дуг. Множество 2^-Х называется ба
зой вершин (1) орграфа А = (X, 17), если и О (г) = X, где О (г) мно- 

жество всех вершин допустимых из г и г2(: 2 [?г с2 —> (с2)|.
Нахождение базы вершин с помощью матрицы смежности описан 

в С). Для нахождения некоторой базы * дуг орграфа А = (X, £/), 
X = [Хр х2, •••,%„) поступим следующим образом. Обозначим через 
1 X/ множество всех вершин у : X, для которых (х,, у) £17. Отбро
сим из А вершину вместе с теми дугами, для которых хг являет
ся началом или концом. Полученный орграф обозначим через А^.По- 
•строим орграф 42’=(Гл1։ 6'?’); если у,,, у, £ Гх1։ то (у,, у,) £ и\2} 

тогда и только тогда, когда у; достижима из у» в орграфе Най
дем некоторую базу вершин 23 орграфа Ь\2\ Из Л отбросим дуги 
вида (х, у), если у £ 2Ь и полученный орграф обозначим через 
^-1՜ (X, О.). Проделаем ту же операцию с £1։ отбросив из Л1 вер
шину х2, и так далее.

1> нос.р.'дний раз отпросим из Ьп-\ вершину хп вместе с теми ду
гами, для которых хп является началом или концом. Полученный ор- 
граф обозначим через Ц1’. Построим орграф £?>= (Гхл, и2)), ана
логично орграфу Найдем некоторую базу вершин £„ орграфа
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Ал2). Отбросим из Лп_1 дуги вида (хп у), если у ^2Л. Полученный ор- 
I граф обозначим через 1,п = (X, ип). Ьп является частью орграфа А.

Докажем, что ип — база дуг орграфа. Во-первых, отношение 
достижимости в Ал и в А одинаково, то есть у £ X \Ои (х՝ у)֊* 
֊►АЬ'Л (х, у)|. Это вытекает из того, что в А>_] и в А* достижимость 

| одинакова. Во-вторых, Ьгп минимальное множество дуг, сохраняющее 
достижимость у Vсипдх, у £ X [Рип(х, у) &А)И (х, у)]. Если бы су
ществовало Ис:А/я,для которого было бы верно \гх, у £ X \Эи (х, у) = 
->А)у (х, у)], то кроме и — (х1, х>) ип\V в Ал существовал бы и 
другой путь р=[(Х/, X/ ։), • • •, (х/+л, х/+* + 1 = у)|, идущий из XI в 
ху. Значит, из вершины X/ выходят две дуги и = (х/, ху) и V = (х/, 
х/+1), Х/+1=#х7, и существует в Ал путь, идущий из хг+1 в Ху , 
который не проходит через X/. Но это противоречит тому, что х1+ь

I X) входят в базу 2։ орграфа А/2). Утверждение доказано.
Способ нахождения некоторой базы дуг, который описан выше, 

можно реализовать с помощью матрицы смежности. При этом число 
операций будет меньше, чем в том случае, когда для каждой дуги 
и = (х/, Ху) проверяется существование простого пути, отличного
от и.

Если найти некоторую базу дуг первым способом и некоторую 
базу дуг вторым способом, то приблизительное отношение числа про
изведенных действий будет п//п, где п — число вершин, а т — число
дуг орграфа. Для бисвязных орграфов п < 

В конце найдем некоторую базу
дуг орграфа А, изображенного на рис. 2.

Из Ь отбросим х1 = (х3), Гхх = 
= {х2, хз}- Значит, из А нужно отбросить 
и = (Хр х2). Полученный орграф будет 
Аг Из А։ отбросим х2-72=|х)1, Гх2 = 
= (х1). Ничего не отбрасываем А2=Ар Из 
/-2 отбросим Хз гз = {х4> х,}, Гх3 = {х2, 
А» -М- Отбросим (х3, х2). Получим ор
граф А3. Отбросим х424 = (х2}> Гх4 = {х2}. 
/-4 *= А3. Из А4 отбрасывать х5 не стоит, так 
зой дуг будет

п (п — I).т ՀԼ

Рис. 2.

Ничего не отбрасываем, 
как Гх5= О, А5 = А4. Ба-

^5 -^з)» (*3> (Л4’(-^3» ^5^
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Ս. Ь. ՄԱՐԿՈՍՅԱՆ

Աղեղներ}) յ։ւսղւսփ միակության մատրիցային 
հայտանիշ և որևէ բաղայի ղտնումբ

Աշխատանքում րքիտարկվո^մ է օրիենտացիա ունեցող ղրաֆի աղեղների ր աղայի միակու֊ 
թյան հարցր և որևէ րաղայի ցտնումր; Ստացված է րաղայի միակության հայտանիշ կցության 
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մատրիցայի միջոցով, որր պ ի տ ա նի է գործնական հարցերում, և Նկարագրված է մեթոդ, Որի 
օգնությամր կարեք/ւ Ւ գւոնեւ որևԼ րաւլա:

Л И Т Е Р А Т У Р А — Դ Ր Ա ’I Ա Ն П 1’ 3 Л I՝ Ն

1 А. А. Зыков, Теория конечных графов, I, Лаука*, Новосибирск, 1968.
2 Я. М. Барздинь, Проблема базиса направленных графов. Уч. записки Латв, универ
ситета, 28, 33—34, 1959. 3 С. Е. Маркосян, Лзвестия АН ЛрмССР*, Математика, 

6, 1957. 1 Л'. Берж, Теория графов и се применение, ,И. Л.*, М., 1962.


