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1. В настоящей статье изучаются особенности, которыми обла­
дают поверхности Хгп в приводимом пространстве Уп. Изучение в об­
щем случае проведем тем же методом, что и в работах (1>2) и ис­
пользуем некоторые определения и обозначения, введенные в этих 
работах.

А. П. Норденом (3) доказано следующее утверждение: при­
водимое пространство Уп есть риманово пространство, допускаю­
щее декартову композицию двух многообразий, позиции которых 
вполне ортогональны, причем самостоятельные метрики, на которые 
распадается метрика этого пространства, определяют внутренние гео­
метрии позиций и соответствие аналогии —изометрично.

Базовые многообразия Уп обозначим через А4Я, и где пл 4- 
+ п2 = п. Поверхность Хт в Уп можно рассмотреть как геометриче­
ское место точек, находящихся во взаимнооднозначном соответствии
с некоторыми наборами точек А и А, где А—любая точка подмно­
гообразия Мт, многообразия А/Я1, а А — любая точка подмногообра­
зия многообразия Л1Я„ причем т1 < л1։ т2 ч. п2> пг1 т2>т.

Если тг 4֊ т2 = т, то точки Хт находятся во взаимнооднознач­
ном соответствии со всевозможными наборами точек А и А много­
образий Мт, и Мп1г Тогда Х,п является пространством композиции 
многообразий Мгп, и Мт,. А если 4- т2 т, то точки Хт находят-
ся во взаимно-однозначном соответствии с некоторыми (не всевозмож-
ними) наборами точек А и А многообразий А!,Я։ 
чае также Хт назовем пространством композиции 

и Мт*. В этом слу- 
многообразий Afmi

н AfWa, но, в отличие от первого случая, эту композицию назовем 
несвободной, а в первом случае—свободной. Таким образом, поверх­
ность Хт есть пространство, вообще говоря, несвободной композиции 
многообразий Мт, и AfWa. Эти многообразия Мт, и AfWj назовем базо­
выми многообразиями поверхности Хт.
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Набор точек А и А многообразий Мт1 и Л/™, обозначим через 
|д Д]. О точках А и Д, участвующих в одном наборе, говорим, 
что они находятся в связи. _

Пусть А — некоторая точка многообразия МГП1. Все точки Д, на­
ходящиеся в связи с этой точкой Д, заполняю! подмногообразие 
Л1^՜ многообразия Л/т,. Это подмногообразие Л/р назовем слоем мно­
гообразия М,п, соответствующим точке Д, а точку Д назовем точкой, 
соответствующей этому слою. Все точки А, соответствующие слою 
Л/^г, заполняют подмногообразие Мр многоооразия Л//Я|.

Многообразие Мт1 можно считать — параметрическим семей­
ством подмногообразий Мр, где - • •

Г = тх — р. (1.1)
Эти параметры обозначим через ^Р(р=1, 2,•••,/)• Г1ри изменении 
этих t параметров -ур изменяется Мр, и, следовательно, Л1Р. Таким 
образом, в многообразии получим семейство подмногообразий 
Л1Р, зависящих от тех же / параметров. Подмногообразия Мр и Мр> 
соответствующие тем же значениям параметров г!р, назовем соответ* 
ственными.

Легко доказать, что через каждую точку многообразия Мт% про* 
ходит 62 параметрическое подсемейство семейства подмногообразий Мр> 
где 0 < &2 < т — т2. Следовательно, имеет место соотношение:

т2 - р Ч t — 62. (1.2)
Поверхность можно рассмотреть как геометрическое место точек, 
находящихся во взаимно-однозначном соответствии со всевозможны­
ми наборами (Д, Д], где точки А и А принадлежат соответственным 
подмногообразиям Мр и Мр. Следовательно, для числа измерении 
поверхности Хт будем иметь:

(1 -3)
Из (1.1), (1.2), (1.3) получим:

(1.4)
2. Криволинейные координаты Л/Л։ обозначим через иа (а — 1, 

։,,Л1), криволинейные координаты Мп, — через ^«(0՜=^+!, 
+2.-•■,«), а в качестве криволинейных координат У„ возьмем адап­
тированные координаты (иа, иа).

Обозначим внутренние координаты подмногообразий Мр через 
(/'-֊_1, 2,-•*,/?), а внутренние координаты Мр — через V՜1 (7 = Ь 

2» ՛ * *»р)՝ 
наты ‘(Ла'^иТВу ';рнволине^них координат Мт, .можно взять коорди­
наты (V , т-р). Уравнения МПх в М„։ следующие

иа — иа (vl а ). (2.1)
Обозначив криволинейные координаты подмногообразия Мт, нерезв

2.--.,тг), его уравнения в М„, можно записать в виде:.
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иа = иа ('V?՝). (2.2)
Поскольку поверхность Хт есть геометрическое место точек, 

находящихся во взаимно-однозначном соответствии с наборами |Д, 
Д|, для которых точки А и А принадлежат соответственным подмно­
гообразиям Л1Р и то (2.1) и (2.2) вместе будут уравнениями Хт 
в 1/л, если в (2.2)подставить (т/р, у1).

Таким образом, уравнения Хт в Уп в специальной системе коор­
динат (гН, ур, у1 = 2, • • •, т — гп2 — б2), (р=/тг—/и,- $2-+1, • • 
(/ = п1г + 1 ,• • •, т) будут иметь вид:

иа = иа (V1 , гр), иа =- иа ('ир^т/р, у1 )). (2.3)
Эту систему координат назовем первой специальной системой коор­

динат поверхности Хт.
Аналогично можно ввести вторую специальную систему ко­

ординат (у‘1, ур, у1 )(/ = 1, 2, • • •, т — пг2), (р— т—т2+1, гп—гп2 4 2, • • •, 
^ + 91), (/ = «1 + 01 + 1, /«1+0! {-2,---,/и), относительно которой 
уравнения Хгп в Уп будут иметь вид:

иа — ип ('ур՝ (у1, у?)),иа=иа (г/р, у1). (2.4)
3. Обозначим первую позицию через 1/Л։, а вторую—через уп^ 
Пусть

иа = иа (уа), иа —иа (у*) (3.1)
- уравнения поверхности Хт в 1/л, где уа (а = 1, 2,---, т) криво­
линейные координаты Хт.

Поверхность, определяемую уравнениями иа = иа(у՛1), назовем 
проекцией Хт на или первой проекцией Хт. Легко доказать, что 
это—поверхность тх измерений, которую обозначим через 'Хт1.

Аналогично, поверхность, определяемую уравнениями иа —иа (у11), 
назовем проекцией Хт на УЛз, или второй проекцией Хт и обозначим 
через 'Хт1.

Легко доказать, что за нормальные векторы Хт можно выбрать 

векторы (Vй, 0), (>й, Vй), (0, 7й) (51==1, 2,.-., п1 — т^, 
8Х 8 8

(« = «! — + 1, пу — ту 4- 2, • • -, я1 + т2 — /и), ($2 = ^ ֊+ т2 — т +- 1 ,„
пг ■+ т2 — т 4֊ 2 , • • •, п — т),

где Vй — нормальные векторы поверхности 'ХГП1 в 1/Л1, а

Vй — нормальные векторы поверхности 'Хт^ в 1/Лг

Сравнивая основные уравнения ((4) стр. 193) поверхностей Хт, 
А4, и 'Хт., получим связь между основными величинами этих по­

верхностей.
Исходя из формул, выражающих эту связь, доказаны следующие 

теоремы.
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Теорема I. При изгибании проекций поверхность сама из­
гибается, причем так, что остается неизменной в подпростран­
стве Vm,+m. пространства V п, являющемся топологическим произ­
ведением этих проекций.

Т ео ре м а II. Первая внутренняя проекция есть омбиличес­
кое многообразие для нормали (0, v°).

Теорема III. Вторая внутренняя проекция является омбили­
ческим многообразием для нормали (vfl, 0).

Причем первая (вторая) внутренняя проекция есть пересече­
ние Х,п с 14, (144 I

4. Бицилиндрические поверхности. , I |
Рассмотрим тот частный случай, когда базовые многообразия по­

верхности находятся в свободной композиции. Такие поверхности об­
ладают рядом интересных свойств. Приведем важнейшие из них.

а) первая проекция является омбилическим многообразием для 
нормали (0, v");

б) вторая проекция есть омбилическое многообразие для норма­
ли 0);

J»
в) поверхность будет вполне геодезической тогда и только тог­

да, когда ее проекции являются вполне геодезическими поверхно­
стями; 1

г) если две из следующих линий: линии Г и ее проекций Т и Т на 
t л, и 142, асимптотические, то и третья является асимптотической;

отсюда в частности следует, что асимптотические линии проек- О *
ции являются асимптотическими и для самой поверхности;

д) поверхность будет минимальной тогда и только тогда, когда 
ее проекции являются минимальными поверхностями.

Поверхность, рассмотренную в этом пункте, назовем бицилин- 
дрической поверхностью, или бицилиндром индекса (т^ т.։). 'Xnh на­
зовем первой направляющей, а 'Хтз — второй направляющей этой по­
верхности. J

о. Уравнения поверхности Хт, относительно первой специальной 
системы координат, имеют вид (2.3). Фиксируя в них координаты 

то есть предполагая v? = v? = const, приведем их к виду:

и“ — и" (vl, v*), иа =и<> (z/p, v1 ) (5.1)
(։= 1, 2,-., w֊m2_o2), (р = __ бг+L m - т2-92+2,..

(I = т, + 1, т).
Уравнения (.5.1) определяют бицилиндр индекса (т — т2—0о, т—т )

1аким образом, поверхность Хт разлагается на т.± т. I 0 -т 
^параметрическое семейство бицилиндров индекса (т —т2
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Рассуждая аналогично (относительно второй специальной систе­
мы координат), можно доказать, что Хт разлагается на т, -\-т2 -)֊б1 — 
—/п—параметрическое семейство билицилиндров индекса (т — т2, 
т — пц — (\).

Легко показать, что и 02 обращаются в нуль одновременно. 
Поверхность, для которой = 92 = 0, разлагается на одно семейство 
бицилиндров индекса (т — т2, т — тХ зависящих от тАт.,- т па- А А
раметров.

Если обе направляющие бицилиндра индекса (т — т2—02, т—т^ 
следовательно, и индекса (т—т2, вырождаются в точки,
то будем говорить, что поверхность не разложима на бицилиндры.

Таким образом, поверхность в приводимом пространстве разде­
ляется на три типа:

а) 0!=АО (следовательно, и 02 =^0) — поверхность разлагается на 
два семейства бицилиндров;

б) ^ = 0 (следовательно, и б2 =0) и хотя бы одно из чисел т—тл 
и т—т2 не равно нулю—поверхность разлагается на одно семейство 
бицилиндров;

в) /^ = /7?!֊/п2 — поверхность не разложима на бицилиндры.
Поверхности второго и третьего типа рассмотрены в работах (1։2).
В заключение приношу глубокую благодарность своему руко­

водителю А. П. Нордену за постановку задачи и ценные советы при 
ее решении.
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Լ. Ա. ՄԱԹԵՎՈՍՅԱՆ

Մակերևույթները ըերւ|ած տարածության մեջ

ներված տարածաթ յունՆերի երկրաչափությունը կարևոր ղեր է խաղում մ ա մ ան ա կ ա կ ի գ ղի- 
Հերենցիալ երկրաչափության մեջ և ուսումնասիրվում ինտենսիվ կերպով: Առանձին հետարոբբու- 
թյուն է ներկայացնում ա յ ղ տարածությունների մեջ ընկղմված բազմաձևությունների երկրաչա­
փության ուսում նասիրութ յունը։

ներկա աշխ ատանքի նպատակն է պարզել այն ա ո ան ձն ահ ա տ կ ո ւ թ (ո ւնն ե ր ր, որոնցով ւմտվւսծ 
Լ Ո չափանի բերված է տարածության մեջ ընկղմված քՈ չա փ ան ի \ քր մ ա կե ր ևոլյթ ր:

Տրված է \ Ո1 մակերևույթի տ ո պ ո / ո ղ ի ա կ ան բնութագիրը ըստ նրա արտապատկերման բնույ֊ 
ԲՒ Ւք՛ բազիսային բազմաձևությունների վրա։ Գտնված են մակերևույթի և իր պրոեկցիաների

> /»մն ական մեծությունների միջև գոյություն ունեցող առնչութ յուններր, ելնելով
րուցված է մ ակերևույթների մի բանի Հատկությունները։ Մակերևույթների մի ղասը, որին 
կանող մակերևույթր ունի սովոր ական էվկլիղյւսն [’տարածու թ յան մեջ ընկղմված գլանի 
կութ յունն ե բ ին նման հատկություններ, անւէանւէած է երկգլանային մակերևույթների ղաս:

Ши)Ш-

պատ- 
հատ* 
Ապա -

Յուգվտծ է, որ ^ր^ում րնկղմված \ մш!/Ьրևույթները բաժանվում են հետևյալ երեք ղասերի 
ա ) երկու եղանակուք եբկղքանային մ ւս կե ր ևույթն ե ր ի րնտանիբի վերածվող մակերևույթներ, բ) մի
եղանակով երկգլանային մ ակերևույթների ընտանիքի վերածվ ող 
11ւՆ մակերևույթների շվերածվող մակերևռւյթներ։

մակերևույթներ, զ) եր կգլանա-
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