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Ряд прикладных задач, например, исследование некоторых схем 
автоматического регулирования, приводит к нелинейному уравнению 
у = Ду, где А не является непрерывным оператором. Основные труд­
ности в изучении таких уравнений возникают вследствие непримени­
мости многих общих утверждений, например, принципа Шаудера.

В ряде работ участников Тамбовского и Ижевского семинаров 
предлагаются два подхода к вопросам существования и оценки реше­
ний упомянутых уравнений. В работах (’ 3) оператор Д рассматри- 
вается как слабый предел последовательности непрерывных операто­
ров Д/, а решение у определяется как пэедел последовательности 
у, решений уравнений х = Д/Х. В работе (4) оператор Д рассматри­
вается не на всем пространстве непрерывных функций, а на некото­
рой его части, где он определен и непрерывен.

В настоящей работе нам удалось объединить идеи упомянутых 
направлений, рассматривая „уравнение- вида

ь
Х(0 = С X (X 5, X (я)) Х(5, X ($)) <1И +/(0, (*)

О
где А (А х) допускает разрыв первого рода по х, а для К ((, 5, х) 
возможен разрыв второго рода по А 5.

Рассмотрим в области О:0<^$, £ <о° функции А (А х)
и А (5, х), удовлетворяющие условиям:

а) А (А 5, х) измерима по А $ и непрерывна по X;
б) А (А х) измерима по / и х, причем в любой ограниченной 

области С7Т: |0, д|, |х|< I функция
Л1 (/) = уга!тах |А (А х)|

х€О7 (О

в)/тС|0, Ь\.
Так как правая часть (*) при некоторых х (7).^ С[о, &] может не 

иметь смысла (суперпозиция А(5гх(5)) не является измеримой функ-
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пней) то (*) можно рассматривать лишь как символ, которому еще 
следует приписать определенный смысл. Следуя ( ), введем такую 
измеримую на [О, Ь] функцию (5), что

тх {Е (з, х)} = Нт угайтНп Е (5, г) < R* ($) <
1 о-»• О геи(-М)

Пт
5 - О

уга}тах Л ' ($, г) = Мх {Е (5, х)| 
гби (х>«)

при почти всех 5 [О, Ь\.
Будем рассматривать интегральный оператор 

ь
Ах = К (С 5, х (5)) (5) ^4/ (О

и

и понимать (*) как уравнение х = Ах в пространстве С|о,&]• Таким 
образом под решением уравнения (*) мы понимаем непрерывную на 
[О, Ь\ функцию, обращающую равенство

ь
Х(0= |/<(Л $,*($)) /?Х (5) ^ + /(0 

о
в тождество.

Отметим, что для некоторых х (/) £ С(о, возможен случай

Нт 
о-О

ь
К (С 5, X (5)) /?х

6
Поэтому уравнение (1) будем называть сингулярным.

Имеют место следующие два, близкие по содержанию, утверж­
дения, оообщающие в некотором смысле теоремы об интегральном 
неравенстве.

Лемма 1. Предположим, что՝.
1) выполнено условие 4

/<։ (/, 5, х) \тх (5, х)} - Мх |А2 (5, х)}] <
< Ф, (К а, х, х) А («, х)) < Кг ((, х, х) \МХ {Р։ (х, х)| - тх \Р. <х, л)}|, 
где Е (х, х) = /-; (х, х) - Л, (х, х), х) = /<։ (Г, х, х)—Л2(У, х, х)
и X), (5, х) > 0 (/ = 1, 2) монотонны по х, а Фг (К (I, 5, х)-
•Л (X, X)) =МХ {К(։, X, X) Л(х, х)|, Ф2(Л'(г‘, х, X) Л(х, Х)) = тх {Л(Лх,х) 

(5> Л)};
2) выполнено условие Б (г։, г2): существует пара непрерывных 

функций на [0, 6], такая, кто ?((0) = О (У = 1 2) ֊ (/)<" г (/) 
так, кто в промежутке |0, Ь | функции ' ’ 2 1 ’

5
/ •

•?1 (в В) = [Л2(У, х, гх (5)) Мг, {Бх (X, гх (х))|-
О

- /<2 (Л 5. г2 (х)) тх, {Б., (х, г2 (х))}] дз,
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6
Фг (Л ®) = ( И։ (Л s, г, ($)) т2, {F, (s, z-t (s))| —

О
— Л, (t, s, z, (s)) {F2 (s, z, (s))}| ds

равномерно относительно £ £ [с, Л| (с — любое число промежутка 
(0։ />|) стремятся к нулю при о ֊♦ 0.

3) Пусть, далее, справедливы интегральные неравенства
ьГ1

Z1 (0 > I #2 (Л S, <s)) MZt {Fx (s, Zj(s))} ds —
о

b

0

(t, s, z, (s)) mZa{F2(s,z2 (s))l ds+f(t),

b 
/•

(0 < j к, (t, s, z2 (s)) m,, (F։ (s, z, (s))| ds — 
0

b

I /(։ (t, s, z։ (s)) ЛЬ, {F2 (s, z, (s))} ds +J (0-

u
Тогда существует no крайней мере одно решение уравнения (1) и 
справедлива оценка z2 (t) < х (t) (t).

Лемма 1 bis. Пусть: 1) функция К (t, s, х) Т (s, х) удовлетво­
ряет условию Др существует такая неубывающая по в области 
F (0 s, t < b, 0 < т? <2а) функция G (t, s, tq) > 0, что

Ф, (К (Л s, х) F(s, x))\<M^{G(t, s, |х.)1 z=l, 2;
2) существует непрерывная на [О, Ь] функция г (/) > 0, г (0) = 0, 

ь
В (։, г (0)с Л такая, что функция М2 {С (I, в, г(5))} дв непрерыв-

и
на при /£|0, и, кроме того, удовлетворяет неравенству 

ь
г(0> ( Мг {0(/, «,г (5))}Л + |/(0|.

О
Тогда уравнение (1) имеет хотя бы одно решение.

Приведенные леммы, распространяющие на уравнение (1) так 
называемый „принцип вилки* (1։5), позволяют аналогично тому, как 
это сделано, например, в (4>5), получить путем соответствующего вы­
бора функции сравнения эффективные критерии существования реше­
ния. В качестве примера приведем следующие утверждения о суще­
ствовании решения сингулярного уравнения (1) в ‘зависимости от ви-

Теорема 1. Предположим, что : 1) К з, х) Г ($,.х) удов­
летворяет условию А и /(0) =0, / (^) > 0 при [0, 6|;
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2) существуют постоянные сг>сг, такие, кто выполняются 
меравенства

ь
(С] -1 )/(/) > у К2 а, 5, (в)) МС,Г |/-'։ («. с/ («))) -

О
ъ

К2 (Л 5, С2/ ($)) тс,, {Р, (5, С,/ (5)) | дв,
о

ь
Цс2 - 1) / (Г) < у К, (*, 5, с2/ («)) (Л (5, с/ («))} (1в - 

о
ь

У К, (Р 5, С1/ («)) М'.1

О
{^(5, сЛ$))}йв.

3) К (Р в, х) Р (в, х) удовлетворяет условию Б (сг/, с^) лея- 
мы 1. Тогда уравнение (1) имеет хотя бы одно решение.

Теорема 2. Пусть |Ф, (К (/, 5, х) Е (я, л))| < М1л1 {С (£, 5, |х|)} 
(/= 1, 2). Если на |О, существует непрерывная функция 7 (^), та­
кая, что

1(О>1, I (О)/(О) = О, (т Ю-1)|/(О1> 
ь

> М,1/1 {О (Л «. Т («) I/ («)!)} ^5
О

л функция 
ь
М1\П {О (/ 5, 1 (5)|/ (5)1)} йв

• О

непрерывна при / £ |0, Ь\, то уравнение (1) имеет хотя бы одно 
оешение.

11}сть функция \С (I, в, ^)} удовлетворяет условию: если 
Л > 0, то М/։7){С/ (/, 5, ЛтД} (А) ((72 (t, в, где функция О
непрерывна по (0, оо) и {62 $, т^)} > о в области 0<^$Д < Ь,
О < т/<; оо.

1 е о р е м а 3. Пусть
ь

й =<^> .1 м'п {0'2 17 <5)|» о
и функция м\г {^2 5, !/($)!)} д8 непрерывна при |0, Ь\.

Если / (0) — 0 и при некоторой 
венство ?֊-О։ (р) И - 1 >0, то 
но решение.

Р 0 выполняется числовое нера- 
уравнение (1) имеет хотя бы од-



Теорема 4. Пусть выполнены следующие условия:
I/ (01 < 9 (0. ? (0) = о, ?(О € С(0. »Ь М„п [О (/. Я, М) < 

ь
< ЛУИ, {О (/, 5, г,)), ? (0 >« (М? {О (I, з, Ф (5))} с1з,

О Ь
где а^>1 иИ Ь\,\^М^ {(3 (Ь, в, (з))\с!з непрерывна ”՝ О, 

О
Тогда уравнение (1) имеет хотя бы одно решение.

Используя приведенные леммы, можно доказать следующие ут­
верждения о существовании упорядоченных пар решений.

Теорема 5. Предположим, что функции К (^, 5, х), Л (з, х) и 
К (/, 5, х) Б (5, х) не убывают по х и существует пара непрерыв֊ 
ных функций ^(1), 2Г/(0) = 0 (/= 1, 2) гДООМ таких, что* 
удовлетворяются интегральные неравенства 

ь
К (/, 5, г։ (5)) тг, {Р (5, г, (в))} «/$ +/ (/),

О 
ь

•’г (О < 1| к(/, в, г2 (5)) Мг, (Г (5, г2 (5))} дв + /(/). 

О
Пусть, далее, выполнено условие Б (гп г2). Тогда՛, а) существует' 
по крайней мере одно решение уравнения (1) и справедлива оценка 
г2 (/)<х (?)(0; б) если таких решений более одного, то сре­
ди всех решений найдутся два упорядоченных у (/) и V (А), т. е. 
таких решений у (О, -и (О, г2 (£) < (О < у (О < (Р).

Теорема 6. Предположим, что К (Р з, х), Р (в, х) и 
К (Л 5, х) Р (в, х) не убывают по х и существует пара непрерывных 
функций г1 (/), г/ (0) = О (г = 1, 2), г2 (0<Л (О и удовлетворяются 
интегральные неравенства 

ь
*1 (О > К (Л 5, (5)) Мг, {Р (б, г. (5))} дз +/(Г),

о 
ь

г2 (0 <■ I к (0 5, г2 (5)) {Л (5, г2 (5))} 4/5 +/ (/).
О

Пусть, далее, выполнено условие Б (гп г2). Тогда существуют верх­
нее х (/) и нижнее х (/) решения, т. е. такие решения, что

(0<-Ч0<х(0<л (О 
для любого решения х (^), удовлетворяющего неравенствам 

г2 (/) <х(/) <гх(0-
Отметим в заключение, что уравнение с запаздывающим аргу-

ментом 



է

х (է) = յ Л'(Л տ, ■* (в (*))) (տ. х (տ («))) մտ + ք (0 (ք >°) 

0
%(0 = 40 (^<0)

на основе известной подстановки А. И. Логунова, аналогично тому, 
как это показано в (3), сводится к уравнению (1).

Тамбовский институт химического
машиностроения

Վ. Գ. (ԱԱՆՋԱՆՅԱՆ

Խզվող օպերատոր ունեզող ինտեգրալ հավասարո ւմների աո pH
Ներկա հոդվածում դիտարկվում Լ հետևյալ տեսքի ինտեգրալ հավասարում ր

Ե
X (է) = յ к |Հ տ, X (տ)| 7[տ, X (տ)] ժտ 4- ք (է). 

0
(7 տիրույթում, որտեղ к {է. Տ, X) և

.յ {Տ, X) ֆունկցիաները բավարարում են Յէ 6) ե В) պայմաններին։
II ա > մ անված Լ այղ ինտեգրալ հավասարման լուծման գաղափարը անընդհատ ֆունկցիաների 

ղասում և գտնվում են մի շարք բավարար պայմաններ լուծման գոյության և լուծումների ղասի 
վարքի մասին։
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