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Определение решения вблизи особой линии

(Представлено академиком В. А. Амбарцумяном 15/УШ 1967)

Рассматривается задача о поведении решения вблизи фронта 
ударной волны малой интенсивности около каустики. В качестве при­
мера можно указать на задачу о движении давления на границе 
жидкой полуплоскости. Когда скорость фронта по поверхности 
/?'(/) становится равной скорости звука в невозмущенной жид-

пкости а0, рронт перпендикулярен поверхности и точка
фронта с поверхностью А находится 
теперь обратить движение и рас­
смотреть движение фронта вдоль 
луча МС в верхнюю полуплоскость, 
получится задача о прохождении 
фронта через каустику. Пусть в на-

пересечения 
фиг. 1. Если

чальный момент
кривизны фронта
нялся а0Т — սօէО' О’

отсчитываемый с 
ного движения,

времени радиус 
АСВ, фиг. 1, рав- 
тогда в момент 
момента обращен- 
он будет равен 

и вводя избыточ-
ное время по формуле 
в уравнениях движения мы должны

О’ д , .вместо — писать------ (в дальнеи-
о»^ д։

шем термин „избыточное“ опускает­
ся). Исправим недостатки линей­
ной теории путем учета нелинейных

7= малую величину, связанную
Вп

на каустике

п
Фиг

эффектов. Обозначим через 

с приложенным давлением.

Граничное условие на поверхности имеет вид

О
/?(О
R (է)

(О

где Р,- давление на границе, /?(/)- координата фронта 4. фиг. 1.

19Ղ?
I

Ար I Ъ



Уравнение потенциала ф(л, у, f) запишется 
лых второго порядка f)

о

с точностью до мд.

а2 tty д2р 
дх dxdt

др д2р 
ду dydt ^=0’

где скорость звука в первом порядке находится с помощью Уранне-
ния состояния

п

в виде

а = а0
Вп (3)

Здесь Р — давление, р — плотность, В, п, р0 — постоянные.
Введем вместо декартовых координат х, у координаты т, 9

х — х0 (9) = д0 (t — /0 — т) cos О,
(4> 

У ~ Уо(б) = «о sin О,
где угол 0 задает положение луча, т — 0 есть уравнение фронта ли­
нейной задачи в момент t, х = х0 (9), у = у0 (9) — уравнения каустики 
Л0Д, t = — момент привода фронта вдоль луча на каустику,
причем

Л(’,(6)= ao^(0)cosS, у’(6) = а0<, (6)sin0. (5).

В координатах (4) уравнение (2) перепишется в виде

_ др д2’^ «4-1 , д2р 1 др 1 д2р
д~ дт? 2 d^dt + 2 д՜ t*  2t* 2 d92

1 др /дЧ дЧ \
---------г I ---- ~г ---- — и»2 dQ \дх2 ду2)

где t*  = t — ^(9).
Вблизи каустики f*  мало; полагая 9'= 9 — 9։ (f), где 91 = 91(/)» 

есть обращение уравнения ^ = £0(9), найдем по (4)

d29 sin29x d29 _ cos2 9։
дх2 =~ to2 8'3 ’ ду2 ~ ~ tfO'3 

и уравнение (6) в переменных т, t запишется

1) I 2 20՛ <,а^___ ________ а»
о-1 d-.dt '<)Vdx /„«' д-

1 dp 
to2e'3 д0'

Введем систему координат, движущуюся с фронтом по каустике,, 
причем направим 0х՛ по касательной к указанной кривой. Тогда 
х՛—— (л—Хо) СО5 9։ — (у —Уо) 81п 9р у' = (х—х0) зт 9։ — (у — у0)со$ 9Р (8-
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где Уо^Уо^г), характеризует начало О'
коорДинат (Фиг- О» при этом /0 (&,)==/,

Для давления вдоль фронта волны

новой системы

2

по лучевой теории можно найти

или, поскольку / ■=—^6', вблизи точки
Я"('о)

(9)

Из сравнения линейного и нелинейного наклонов фронта 
чаются оценки для порядков

полу-

Отметим, что уравнение (7) получено из (2) удерживанием чле- 
2 нов порядка----

Если подставить (4) в (8) и оставить малые третьего порядка по 
можно найти вблизи точки подхода фронта к каустике

х' =---- - ^'3а0 4- тц0,

(Н)
/ = — ао^0'2-

С помощью (9) можно уравнение (6) переписать в переменных 
< у', Р Получим это уравнение непосредственно из (2). С учетом 
(5) из (8) можно найти

Лагранжа

(12)

Учитывая, что по интегралу
гл ОфР = рп —, а также

м приближенно

Оф _ ^ф дх' 
д( дх' дt 

2 в порядке 
5

ду
О/ д1

Оф
д1

д? 02ф , ду ду = Оф О^ф , 
дх дх'Ы ду дуд։ дх՛ дх'~
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из уравнения (2) можно найти вблизи Д0Д
(Рср 0/2 ■ п 1 <?2ф _ д2у 1
ду'2 дх'2 а0 дх'дх'2 дх'д? аа \9 и

Полученное уравнение в установившемся случае

»Х -о'-֊
ду՛2 дх’2

п 4՜ 1 дер д2ср 
а0 дх' дх'2

(13)

(14)

(15)

подобно уравнению, полученному для неоднородной жидкости, поэто­
му его можно исследовать аналогично.

Характеристики этого уравнения

г/х'
ау& (1б>

Если взять уравнение характеристик (֊֊֊), соответствующих 
/1

знаку (—) н (16), и подставить в него условие вдоль характеристики

(2), можно получить с учетом что

д2х՛

ду'

(П)

вдоль (1) характеристики. Интегрирование (17) дает

где постоянная
С С

Р.О» И
Отметим, что

С\ находится из линейного
А

(18)

решения (9),

по интегралу Лагранжа и (13)

Ро^о
С^ср 

дх'
ду ..поэтому — ֊ >0 и 

дх'
дер 
дх'

в (18) вычитается из &'2. Таким образом,.

нелинейность как бы усиливает особенность, хотя согласно (18) реше­
ние не дойдет до линии А0А и имеет место нерегулярное отражение.

Решение линейного уравнения (15)
д2? 2у' д2у (}
ду'2 дх՛2

(19)
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можно найти в виде (2)

где постоянная Д может быть выражена через С по (9) 
В нелинейной задаче, после введения переменных

п 4֊ 1 .
у'՝ = лё ■ *'՛ = д7՝ * = —— ? + *У

(2о)

получится уравнение для у 
d2<5 О„ ti. ■

О,

которое преобразованием Ф •>
У»>

ОФ , 
-—’У =OV ,. d'Uy,

при-

водится к уравнению линейной 
d2‘h 

^Д| dvi

задачи

2 du;' (21)

Для того чтобы для конечных Z, у՛ переходило в (20), до­
статочно положить

Ф = —Л— til ? («у,, + V.r,Vy, + C,VX։ + Сг. (22)
л*

К уравнению (15), записанному в линейном случае в виде

d2y d2y
'‘W ~ w

О = — x' играет роль времени, применим пре­

образование Фурье по 6; тогда для изображен и я
■■ ■»
<р получим

имеющее решением (3)

(23)

= Ak

где Ф(—л*)  есть функция 
на так, чтобы обеспечить

п 2
в з

Ф( — х), k 7J = х,
_ п

6
Эйри, Л постоянная; степень k 
непрерывность потенциала и разрыв

(24)

выбра­
да вл е-

ння на ударной волне. Выражение (24) получается при прохожд< нии
гармонической волны (3) около каустики.

Используя выражение для функции Эйри (՝) при х^>()
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(25)

и раскладывая в ряд по степеням к, получим, включая здесь и далее 
постоянные в А։

Обозначая к1 = используя обратное преобразование Фурье в виде
2

---- гп—, найдем с учетом Н,
(Л0'+։ 7 1

<*»
5

(27)

Выражая

= — 1/2 Г (2т -

и используя формулу удвоения

ЛУЧИМ

причем
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После аналитического продолжения (29) дает (20), что показа­
но, например, в (֊), причем возникающая особенность устраняется 
Постоянная А определяется из сопоставления с решением (9) на фрон­
те волны, которое с отраженной волной можно найти из (24) тля

больших — х. Из (29) давление имеет вид Р = 2роаоЛ

I аким обра том удается многие решенные в гармоническом слу­
чае задачи вблизи каустики привести в нестационарном случае к фор­
ме (Ю). Учет вязких слагаемых в уравнениях движения дает поправ­
ку порядка 7— коэффициент кинематической нязкости, причем, 
как правило, v/'р = ()(•(). В случае произвольной каустики для неод­

нородной жидкости в (1.5) следует заменить
. ’I ., • г

2у' на , где

есть разность кривизн луча н каустики.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

И. Գ. ՐԱԴԴՈհՎ

Լուծման որոշումր եզակի զծի մոտ

Դիտարկվում Լ թ՚՚՚/է Հարվածա յին ճակատի որոշման խնղիրյւ այն ղծի մոտ, որտեղ հար­
վածային ճակատը ղծաւին խնդրում ունի անվեր? կորություն։ Լուծում ր ւյ տնվւ։ւ մ / ոչ ղծային 
• ավաււ արո I մն երի ս/ ա ր դ եց ր ա ծ տհււքք։ /ածումներն ո ։ սա մնա սի րե/ով է

Գտնված Լ պարամետրերի կարցերը, և պարզեցրած Հավաս արո< մներր Լեմանդրի ձևափո­

խությունից հետո բերվում են Տրիկոմիի Հ ավ աս արմ ան ւ
Լուծումը ստացվում Լ ղծային /ածման ձևափոխման տեսըով։

Л ИТЕРА ТУРА — ԴՐ1Լ’|ԱՆՈ1»^ՑՈԻՆ

1 .4. Г. Багдоев, Пространственные нестационарные движения сплошной среды 
с ударными волнами, Ереван, 1961. 3 .7. Я- Ландау и Лифшиц, Механика сплошных 
сред, Гостехиздат, М., 1953. 3 Л. Я Ландау и Е. М. Лифшиц, Теория поля. Физмат- 
гиэ. М., 1962. 4 К). Л. Газарян, Вопросы динамической теории распространения сейс­

мических волн, Л., № 5, 1961.
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