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К теории матричных акселерант и спектральных матриц функций 
канонических дифференциальных систем

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 20/У!1 1967)

1, В дальнейшем прописными буквами Д, В, Ф, Ч‘, • • ■ будут 
обозначаться квадратные комплексные матрицы одного и того же 
порядка я, через Д*,  В*,  Ф*,  ’Г*, •••—соответствующие эрмитово 
сопряженные матрицы. Единичную матрицу /?-го порядка обозначим 
через/я. Курсивными прописными буквами V, К, • •• будем обозна
чать блочные матрицы с матричными элементами /г-го порядка.

Рассмотрим матричную каноническую дифференциальную систему
вида

J =>.к+ V (г) Г (0 (1)
dr 

где
j / 0 ГД , / Р(Г) Q(r)\ У{Г1} /Г,(г. -)\

(-г„ О/ ( ) Iq*(D  R(r)) - ’ \Y։(r,).)/

Здесь мы предполагаем, что Р (г), С՜} (г). R (г) локально интегрируе
мые в полусегменте |0, р) матрицы-функции, причем Р(/) Р (О

Обозначим через

решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям 

Ф (О, X) = А/, Ч (0, /■) = Д,

где матрицы Л! и Д'' удовлетворяют соотношениям
д,[*д4  + л/*/у  = /п, — №*/И  = 0. (2)

Систему (1)-(2) с помощью унитарного преобразования, коммути
рующего с У можно свести к задаче вида (ср. с ( ))
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(•О- г < со)

(3).

где Л (г), В (г) ֊ эрмитовы локально интегрируемые в полусегмент? 
|0, р) матрицы-функции.

Обозначим через Vн класс матриц-функций //֊го порядка £(/) 
(—оо<^к<оо), удовлетворяющих условиям:

1) матрица-функция 12 (л) (— оо <О> < ос) непрерывна слева и 
Е (0) 0;

2) при /.< р разность 1(ц) —£()) есть эрмитово-неотрицатель
ная матрица.

Матрица-функция - (а) из класса \7п называется спектральной 
матрицей-функцией задачи (3), если для любых непрерывных и р-фц- 
нитных*  матриц-функций (7У(/) и Ц,(/) (у՛= 1, 2) выполняется тож
дество 

* р — финитное™ функции, заданной в [0, р), означает, что функция равна пулю» 
в некоторой левой окрестности точки р.

где

есть решение канонической системы (3).
Используя метод направляющих функционалов М. Г. Крейна (2), 

можно доказать существование хотя бы одной спектральной матрицы- 
функции задачи (3). В работе даны необходимые и достаточные усло
вия на матрицу-функцию 12().)£1/,( для того, чтобы она была спек
тральной матрицей-функцией некоторой канонической системы вида 
(3). В одномерном случае эта задача была решена М. Г. Крейном (3)- 
Метод М. Г. Крейна заключается в сопоставлении канонической диф
ференциальной системы типа (3) с некоторой функцией (матрицей-функ
цией), называемой им акселерантой, позволяющей восстанавливать 
рассматриваемую дифференциальную систему. В настоящей работе 
результаты этого автора, установленные для скалярного случая (3) и
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При других предположениях*  для матричного случая ('), распростра
няются на общий случай канонической дифференциальной системы 
с произвольным локально интегрируемым потенциалом.

Отметим, что сравнительно недавно решение обратной задачи 
для спектральной функции скалярной системы (л = 1,р=оо) было 
снова получено ( ) ив несколько иной форме, нежели в (3) (в связи 
с работой (3) см. также (°)).

2. Пусть //(/) (- 2р; р< ос) — некоторая локально ин
тегрируемая в интервале (—2?, 2р) матрица-функция. Следуя М. Г. 
Крейну, назовем ее эрмитовой акселерантой, если //(/) = //♦(—/) 
(—2р<^^<С^Р^ и Для любого г(0< г <2р) интегральное уравнение

Г

Н (( — 5) X (5) с1з = 0 
о

имеет единственное непрерывное решение х (0 0. Последнее усло
вие эквивалентно тому, что интегральная форма

2р
х*  (/)х(/)^

о

2р 2р
С ( X*  (/) /7(/ — 5) Х($) б/хг//

•7 V
о о

(5)

положительна для любых непрерывных р-финитных вектор-функций 
(см. (7)).

Вместе с Н (/) эрмитовой акселерантой будет и №*(/).  Обозна
чим через Г, (Л 5) и />(/, 5) (0</, х < г; г<2р) ядра резольвент 
интегральных операторов в интервале (0, г), порожденных ядрами 
//(/) и //*(/)  соответственно. В случае непрерывного //(/) (а, зна
чит, и //*(/))  Гг (С э) и Ег (I, х) определяются как непрерывные ре
шения уравнений

Г

Гг(С х) 4- I Н (/֊֊//) ГД//, х)//// = /7(/ -X),
<7О

(6)
г

р,(1, ։)+ Н*  ((-и)Рг(и, с1и = Н*  
и 
о

В общем случае элементы матриц Г, (<, л) и оудут непре
рывными вектор-функцнямп аргумента / со значениями из 1 (0, г). 
Кроме того, / и х можно поменять ролями и, как в непрерывном 
случае, ядра Г, ((, и Л (Л «) будут решениями уравнений (Ь) и

♦ Для канонических систем (3) М. I. Крейн (■) строил порождающие етн си
стемы акселераты для случая, когда Я (г) = 0. а Л (г) - симметричная комплексная 

матрица-функция.

147



г, (л «) + гис, и) И (и - • 5) <1и — Н (I — .$),

(6')
Г

(>

//) /■/*  (// 5) (1и = Н*  (I — <?).

Имеют место соотношения

гг (Л *)  = г;($, о,
<?Гг(Л 5) 

дг
֊ R (Л г) Гг (г, 5),

Г г (/, 5) = (Г — Г — 5),

при помощи которых доказывается
Теорема 1. Всякой непрерывной (локально интегрируемой) 

матрице-функции С (г) (0<г<2р) отвечает всегда одна и только 
одна непрерывная (локально интегрируемая) эрмитова акселеранта 
НЦ) (—2р<^<^2р) # гпом смысле, что С (г) = ГДО, г).

Эта теорема дает возможность установить взаимно однозначное 
соответствие между каноническими системами вида (3) и эрмитовыми 
акселерантами. Ддя этого надо положить 2Г2л (О, 2г) А (г) 4֊ /Н (г).

3. Для дальнейшего нам понадобится следующее утверждение 
(см. (3)).*

Если Н(/) ( — 2р< / < 2р) — эрмитова акселеранта и если положить
/

П(о = 1НЛ + 2 С //(5) (С - «)</$
V/ 
(I

(—2р</ < 2р),

то существует матрица-функция -! (X) из класса Уп , удовлетворяю-
щая условию

и такая, что

( -2р</<2р); (8)

где Г — постоянная эрмитова матрица.
Матрица-функция (X) £ 1/л, дающая тождество (8) при условии 

(/), называется спектральной матрицей-функцией эрмитовой акселе- 
ранты //(/).

Имеет место следующая основная

Хотя в цитируемой статье рассматривается одномерный случай, это 
утверждение переносится на матричный случай непосредственно.
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т е о Р е м а 2. Множества спектральных матриц.фу нкций ка. 
ионической системы (3) и эрмитовой акселеранты. соответствую- 
щей этой системе, совпадают.

Доказательство этой теоремы основано на том, что соотношение 
{8) при условии (/) эквивалентно соотношению

2Х ' 2г 2г
] 6*  (/) I) (/) а։ + И о*  (/)//(/ _ 5) I) (х) .

о 0 0

— \0

•О / 2г
1 I I е'" О (/)<//

где 0(0 и I) (I) — произвольные непрерывные на сегменте [0 2г] 
(г<р) матрицы-функции. Отсюда можно получить соотношение

.й։ (н) /

С ОБ Ы/,, 
э!п л//л

где

М (/.) СО5 и/„ \ * 
П 1Ип)

Р(С $) = Яе [/֊/(/ +$)+ //(/-$)] 
— 1ш [//(/4֊ Я(/֊х)|

-1т |/У(^ + $, —//(/-$)] \
-Ке[/У(Г + $) ֊//(/ 5)| /

а 0/(0 и />>(/) (/=1, 2) — произвольные непрерывные на сегменте 
[О г] (г «О) матрицы-функции.

Далее, используя представление
Г

, Г ,,, V /собах/Л
4- К(С х) ( ,

։) \sill 181п/
(I

где

а՝ = Гаг (0, г -]- «) а2 “ ՝2г (0> 1 ֊ 5) 

= /’2г (0, г + х) = А՝?г (0, г - х)

Для решения канонической системы (3) можно доказать, по юж 
дество (9) эквивалентно тождеству (4) при ֊ (К) При этом
используются соотношения (6) и (6) для резольвент. 11епосредс1 вен 

ним следствием теоремы 2 является
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Теорема 3. Пусть заданы матрица-функция Е (к) £ .
0. Для того, чтобы Е(л) была спектральной матрицей-функ. 

цией некоторой канонической системы вида (3) в интервале [0 р) 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия՝

<ч>

2) функция
СК

имеет первую абсолютно непрерывную в каждом интервале ( -г, г) 
(г<^2р) производную, так что

/
2'(О 2 Г // ($) дз 4- 

а ՛ 
О

(0),

гое И(ь) локально суммируемая в интервале ( 2р, 2р) матрица-
функция՝,

3) Н ($) эрмитова акселеранта в том же интервале.
Заметим, что из условия 2) вытекает неотрицательность формы 

(5). Таким образом, условием 3) исключается возможность равенства 
нулю формы (5) для произвольной непрерывной вектор-функции 
л (/) 0. Для достаточно малого интервала (0, 2р։) условие 3) всегда
имеет место, так что, если выполняются условия 1) и в некотором 
интервале (—2р, 2р) условие 2), то в этом и только в этом случае 
Е (?) будет одной из спектральных матриц-функций некоторой кано
нической системы вида (3), заданной в достаточно малом интервале 
[0, М(=[0, р).

В заключение приношу искреннюю благодарность чл.-корр. АН 
УССР М. Г. Крейну, под руководством которого выполнена эта 
работа.
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\ — In 0 / 

իսկ А (г), В (г). Ф(г, 
ֆսւնկցի^ն^ւ’ լն' է'ն,է 
էրսրղի •Ч’и,/1пГ •քաէորֆց

'~В(г) А (г)\

< И (г) Я (г)/'

' . \v, V) ւ՚րյաղայրոլմ որոշված
-ր—f Д(г), В(г) Հերմխոյան են ե Д//ш/

Լւոստա nt ijн t if /, փոխհ 

և ( -2p. 2р) <քիյ,"կս1.Ա>"> մ ,ո
•а ե и ր /» tt Д и tn I. if ՛հհ ր ի 
Հ՚ւ I ոոււնււ ե ա и էքու if

'Цг,1)

//(f) ( 2р • / • 2р) մատրից-ֆռնկցիան կոչվում կ արս և {երանս,, եՍե 1) Н է\ ~ 
//*(՜0<  ՝) (О, 2р) ‘Ա^կ^յրին պատկանող ցանկացած Г-ի համար

*(/) I
с
О

//(/ s)X(s)ds =0

ինտեղրսպ հավասարումն ունի X (է) 0 միակ անրնղհատ լուծումըւ
Vn ֊•••/ նշանակենք V (X) (—օօ < X < ՕՕ) Հերմիտյան ոչ-րացասական ո կարղի 

յատրից-ֆունկցիտների ղասը, որոնք նորմավորված են հետևյալ կերպ

X (X) ճ (X 0) ճ (0) = 0

Հայտնի ձևով (1) տեսքի սիստեմների համար սահմանվում I. մատրից֊ ֆոլնկցի 
՝- (X)€ Vn •

ճ (Л) Լ է ո մա,որից ֆունկցիան կոչվում Լ 11(f) (—2p <Հ է <Հ 2p) արսեյերանս 
UiilL l/ifi րԱէ I tf Ы1 Ш (է Д ո .7» fit նկո եա , ե /J ե

I փ ЛО

։
1 Հ1

// (ձ’) (է — տ) ds = Г'1 I (e171—
V \

0 —no

/>/ \մճ(ձ)
1 + > 2 ) ~X3 ’

որտեղ իրէսկււՀհ /•! իւք Լւ
Թե fifth tf (I ) tithitp/i и /hi nth if ft h eh րէէւ*1է » Ш if ա տ ш m ա if [u Ui 7i ո ղ ա p U ե I h fl ա *h  UI ի U Hf ե I/ *

տրաք ւքաւորից ֆ ո t նկքք իսէնե ր ի ղտսերր հսէէքրնկնում 1Հհւ
Ihjii Д/ ե п ր ե ifի 9Ա*̂ ո!քո*1  11 ,ո ut !J*l n 1 iff^iffifflhj nt /I Hi i] Hl fl III fl պա j if աններ որ֊

պես,Iի ճ (X) \'ո քինի (1) տ \u տե մ [t н Hfh ffin fiw f if ա hi fi իւք ֊ ֆ н I hlfif[iuti
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