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МАТЕМАТИКА

Г. В. Вирабян

Новое доказа।ельс।во полноты одной системы обобщенных 
собственных функций, порожденной уравнением 

колебания струны

^(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР I». А Александрином 17 1\ 1%7) 

^2֊ Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения колебания струны
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в „допустимой* области I! с границей сР-’. Как ив работе (*), область 
2 считается „допустимой*, если любая прямая пересекает ее сколь 
угодно гладкую и гомеоморфную окружности границ} <>-’ не более, 
чем в двух точках.

В работах (,։2) указана общая методика, позволяющая редуци
ровать задачу исследования полноты заданной совокупности собствен
ных функционалов к значительно более простои задаче, отысканию 
всех обобщенных решений (собственных функционалов) уравнения (I) 
при отдельных фиксированных значениях параметра

В этих работах, в частности, установлен следующий результат:
1) если значение параметра X эргодическое, то однородная крае

вая задача (I), (2) имеет только нулевое решение в классе функ
ций, имеющих односторонние предельные значения. (Ьдинствен- 
ность);

2) если значение параметра X неэргодическое, то существует 
полная система собственных функционалов, изоморфных функциям, 
принадлежащим (2). (Полнота).

Вместе с тем указана методика, которая позволяет построить сис ге- 
му обобщенных собственных функций однородной краевой задачи (1 ։. 
(2). принимающих лишь три значения, которые полны в классе нро>н- 
вольных кусочно-непрерывных функций в чебышевскои метрике. (Оп ре 
деления эргодических и неэргодическнх значений параметра / ( )).

Однако вопрос о том, что эта система собственных функций пол
на или нет в классе /.„ (<-’), до сих пор остается открытым. Он ре
шается положительно путем построения так называемого .порождай -
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щего множества", введенного н изученного в работах (1>3) для спе
циальных неэргодических значений параметра X, когда «порождаю, 
щсе множество" состоит лишь из одной дуги.

В настоящей заметке предлагается новая методика доказатель
ства полноты упомянутой системы кусочно-постоянных обобщенных 
собственных функций однородной краевой задачи (1>. (2) в классе 
функций Ло (12), для этих специальных неэргоднческих значений па
раметра.

Очень возможно, что некоторая модификация этой методики по
зволит решить упомянутую выше задачу о полноте для произволь
ных неэргодических значений параметра.

Предварительно докажем одну вспомогательную лемму.
Лемма. Если и (х. у) — обобщенная собственная функция крае

вой задачи (1), (2) с собственным значением к и и (х, у) £А2(12),то

где Е (О и О (г)— интегрируемые с квадратом функции, в соответ
ствующих: промежутках (ига и (х, у) обращается в нуль поч
ти везде на

Доказательство. Согласно лемме Р. А. Александрина (’), 
обобщенная собственная функция и (х, у) однородной краевой задачи 
(1). (2), принадлежащая классу суммируемых функций Л (12)-, имеет вид

и (х, у) = Е (у — их) -J- G (у 4- цх), ц =

где Л и 6—суммируемые функции, а и (х, у) обращается в нуль поч
ти везде на д~. Из условия леммы имеем

dxdy

В последнем интеграле, делая замену переменных
t = у — НХ,

и используя известную теорему Фубини (4), мы получим и последне* 
утверждение сформулированной леммы.

Для дальнейшего нам необходимо напомнить некоторые обозна
чения из (:>).

S1 означают автоморфизмы, сопоставляющие каждой точке 
точку пересечения с границей характеристик соответственно 

первого (у — |tx — const) и второго (у 4- рх= const) семейства уравне
ния (1), проходящей через 0.

Sx—определяется как произведение: = S!~' S}+).
Через Ar(i., д(2) обозначается совокупность точек 0£dl2, перио

дических относительно с периодом г, т. е. таких, что S' 0= 0, 
между тем как при р<г.
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Через и (х, у; X, 0) обозначается построенная Р. А. Александри
ном 41, ) кусочно-постоянная, принимающая лишь три значения обоб
щенная собственная функция задачи (1), (2), соответствующая соб
ственному значению X и точке (X, д2).

Справедлива следующая теорема.
Г е о р е м а. Если при заданном значении параметра X 

А (X, д2) = д&, то система кусочно-постоянных собственных функ
ций и (х, у; X, 0), (/֊, д(-~) полна в классе всех обобщенных соб
ственных функций однородной краевой задачи (1), (2), соответ
ствующих собственному значению X и принадлежащих £2 (2).

Доказательство. Докажем теорему при г = 2, т. е. когда 
период автоморфизма 8', равняется двум. Случай произвольных г
доказывается аналогично.

При г = 2 кусочно-постоянные собственные функции// (х, у; X, 9)
имеют вид, изображенный на фиг. 1, т. е.

(х, у) ^2 + ^-а, 
(X, у) СА,

(3)

где А есть параллелограмм 

^о"<У — их< дТ
>' + + 1^1 У + ИХ

Пусть и (х, у) —произвольная обоб
щенная собственная функция однород
ной краевой задачи (1), (2), соответ
ствующая собственному значению X и 
принадлежащая £2 (2). Тогда, согласно 
вышедоказанной лемме,
и (х, у) = Л (у — |1Х) 4՜ О (у ух), (4)
где Е£Ь2 (а, £), 6£А2 (с, д).

Пусть, далее, и (х, у) ортогональна 
системе собственных функций и (х, у; 
X, 9), (X, <Э2) = ^2, т. е.

и (х, у)-и (х, у; X, 6) дхду = О, 
и

(5)
для всех 6£д2.

Теорема будет доказана, если мы 
предположений следует к(х, у) = 0 в к

Из (3), (4) и (5) имеем

Фиг. 1.

покажем, что из сделанных

— ух) 4- О (у 4- их)] дхду — 0.

Последнее равенство после замены переменных 
у — ух =^, 
у 4՜ их = г,
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можно переписать в виде

\ [Л'(О + О(г)| Ш: = |<; -</, I -С Р(1)с1> +
• и </
^(» '1

4* |^Г — бЛ7| • С 6(г)с1г = Ъ. (б)

а\
Пусть /—произвольная точка из |а, £|. Проводим из этой точки 

характеристику первого семейства уравнения (1) до первого (второ
го) пересечения с границей бШ, а затем из полученных точек прово
дим характеристики второго семейства до пересечения с осью абс
цисс. Абсциссы полученных точек обозначим через г։ (/) и г2(/).

Таким образом, мы ввели дне функции г1 (/) и г2 (/), которые 
определены на промежутке (а, Ь| со значениями из промежутка 
|с, а\.

Поскольку почти везде на д& собственная функция и (л*, у) об
ращается в нуль, то для почти всех / из промежутка [а, />| имеем

С (7, (0) = С(72(/)) = -Л (/). (7)
В равенстве (6) разбивая второй интеграл на промежутки 

1^1 . #1, |Я, < |, а затем делая замену переменных, с учетом (7) 
получим

{1и

и
^0

о (8)
л

где 4' (/) = 7.(0 - 7, (О
В равенстве (8) поступая аналогично с последним интегралом, 

можно его записать в виде

А Iх» А
А(/)-'Г(1)сН 4- |</2'֊</Г| • I А(/) |1 ?'(/)| сК =().

4֊
О) 

Здесь функция ?(/) определяется в промежутке [а, Д] следующим 
образом. Пусть /—произвольная точка промежутка |а, Д|. Через эту 
точку проводится характеристика первого семейства уравнения (1) 
до пересечения с границей затем из полученной точки проводит
ся характеристика второго семейства опять до пересечения с дЫ и, 
наконец, из последней точки проводится характеристика первого се
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мейства до пересечения с осью абсцисс. Абсцисса полученной точки 
считается значением функции <р (/).

Положим Л, тогда

а՝ = ?(■*). а/=г,(х), а։ = г,(х), 

</г—£/(7 = ? (х) — л; а}-а/ = ՛!> (л).
В этих обозначениях равенство (9) примет вид

где

Здесь

л
/=■(<).X, (л, Г) Л,

.г

Л (•*. О — [ф (х) — х| •՛!>' (/), а 'х-^А,

7.2 (х, О = ՛?(*)• П — ф' (01; а А.
Продифференцируем равенств։) (10) по х, получим

а

(X, г) 
дх

д*2 (х, /) 
дх

\ а < х А при
| а < I < х

(Ю)

(П)

(12)

(13)* 0 =

а ф (х) = Х։ (х, х) 4- Х2 (х, х).
Заметим, что функция Ф (х) строго положительна и непрерывна 

в промежутке [а, А].
В самом деле, из (11) имеем

ф (х) = /■։ (х, х) 4֊ А С*. •*) = I? (Л) “ Л1 'У <Л) +

4- ф (х) |1 — ф' (Л)1 >()> 
поскольку, как это видно из фиг. 1,

у (х) > х и ф (х) = Ха (х) — X, (х) > О, 
а функции ф (х) и х —<р(х) возрастающие в промежутке [и, А] и 
следовательно,

[д:_ф(х)]'= 1 ֊?' (х)>(), ф'(х)>0-
Поэтому ИЗ (12) получим представление для функции / (х), 

л
Р (л) = С К (X, /)/•՝(/) Л, (14)

а 
для всех х£ |я, А|, где
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К (х, /) есть непрерывная функция двух переменных в квадрате 
{а <х<А; Последнее утверждение следует из представ
лений (11), (13), из гладкости функций, входящих в (11), и из не
прерывности функции 7. (х, /) при х I. Это имеет место, так как

Таким образом, функция Л (л*) есть решение интегрального 
уравнения Фредгольма второгорода (14) с непрерывным ядром К (х, И 
и поэтому из принадлежности Л(х) классу интегрируемых с квадра
том функций (а, А) следует (в) непрерывность этой функции в 
промежутке |«, Д], т. е. Р (х)^С (а, А). Легко видеть, что отсюда 
следует непрерывность функции /'(х) во всем промежутке [а, /;|, а 
также непрерывность функции (г (?) в промежутке [г, с1\.

Мы показали, что из ортогональности обобщенной собственной 
функции и (х, у) однородной краевой задачи (1), (2) к системе ку
сочно-постоянных собственных функций [и (х, у; 0), и из
принадлежности и (х,у)^Ь., (--) следует непрерывность и (х, у) в 2, 
т. е. и (х, у) (2).

Но тогда, как показал Р. Л. Александрин (’), из стандартной 
системы кусочно-постоянных обобщенных собственных функций 

(х, у: л. 0)} можно построить такую последовательность {т»„(х, у», 
которая в метрике А, ($2) сходится к и (х, у)

К’л (Л*. У) — « (Л*. У)к<*) — 0 при п — оо. (15)
Из условий ортогональности (5) имеем

(х, у) с!х(1у =֊■ О, (« = 1, 2, 3,- . ). (16)

Перейдя в равенстве (16) к пределу при п ֊+ оо, в силу (15) получим

{// (х, у)) - с7хс!у — О,

Теорема доказана.
Институт математики и механики

Академии наук Армянской ССРԴ. Վ. ՎԻՐԱԲՅԱՆ
տատանման համասսւրու մով ծնված ընդհանրացված սեփական
ֆունկցիաների մի սիստեմի ।րիվուըյս։ն նոր ապացույց

//.;/« ա տ անրո լ մ 7/,ա ա յւ1ււ1 и! էք Հ 7^/' Ւ Ւ* / А ր! ՒI1 !* /111 /’ А
ժ֊ս 0-11

ա յս и լ ե 
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п 1 յ1,ո ,,քք9^ / А <4- ա/ւրրէէ յք>հւււ!ւ որի հ Աք I
(2)



/. պարամետրի հատուկ ոչ էրղ-դիկ տրմերների համար, երր Հ (/ , <Ր.I | ր ()Լ! ապա.
Հ>1’" 'Հ է //• Ա. Ա^րսանդրյանի կողմից կառուցված (է) երե ք արմեր ընդունող ընղ հ ան- 

ր.ոց<1ած սեփական ֆունկցիաների ղասի լրիվությունը (Օ) ֆունկցիոնաչ աարածոլ- 
Այսւն մեջւ

Л ИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 Р. А. Александрин, Докторская диссертация, МГУ, 1962. > Р. Л. Александ- 

рчн, ДАН АрмССР, т. ХЬ,’№ 5 (1965). * Р. Л. Александрин, ДАН СССР, т. 162. № 2 
(1965). 4 //.//. Натансон, Теория функций вещественной переменной, М., 1950. 
5 р. А Александрин, Труды Московского мат. общества, г. 9, 1960. • //. /՝. Петров
ский, Лекции по интегральным уравнениям, 1948.


