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1. Будем говорить, что поверхность Vт в проективном простран­
стве Рп нормализована двойственно, если она нормализована в смысле 
А. И. Нордена (’) и ее нормаль первого рода содержит характеристи­
ку семейства гиперплоскостей, касающихся Ут.

В этой заметке мы рассмотрим двумерные поверхности, погру­
женные в эвклидово Е^ и пусть х- х(//\ и֊) является радиус-векто­
ром точки поверхности. Репер присоединяется к этой точке так, что­
бы первые два единичных вектора £/(/, у, 6 = 1, 2) лежали в каса­
тельной плоскости к поверхности У2, а остальные векторы е։(а. р, 7 = 
=3, Ф) были ортогональны к касательной плоскости и между собой. 
Тогда получим компонент инфинитезимальных смещений репера

б/Х=о։/6>/< =■։•»/6»/ (1С 4֊ СО^.
Дифференцируя тождества е1е, 0, получим соотношения 

ОЦ 4֊ К СО/ = О,

(1)

(2)
где к*1 — контравариантные компоненты метрического тензора = 
поверхности V.,.

Если уравнения со® 0 продифференцировать внешним образом, 
а затем к полученным ковариантам применять лемму Картава, то по­
лучаются уравнения

а а / а а
<•»/ ТоО) * ТР Тл*

где у — вторые основные) тензоры поверхности.
Внешнее дифференцирование уравнения (3) даст 

‘РЛ “Ь То40?) Ло)У ~
Условия интегрируемости уравнения (1) имеют следующий вид

I = со2 Асо}, /Л»й со’Асо?,

П />» » со» Аю» 4- со’Лсо’, III />•»} = со’Асо} 4- С1>:{А<1>.‘ 

IV /Ль» ==«>*{ Асо» 4 со) Асо», V /)со» = со’ Аш» 4- со} Асо», 

VI П<о‘= со?Лсо;4 со»Лсо}, VII /?ю‘= со}Ао){4- СО»Аи>.‘.

(3)

(4)
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Имея в виду (3), (4.11, 111) можно записать в виде 

D<oJ [(in 711722) 4՜ (712 — *111722)! 0)1 Л*՛»2, 

/7ч>з | (71*1712— 7117.12) 4՜ (712722—7227 n)|.wl^<,r-
Э. Картам [8| называет инварианты

З2 3 3 . -1 2 А А
А —712 7117224 712 ~ 7117.22 Та,՜՜;՝Ц)1 \ (1)“

3 4 4 3, з 3 з 4 Du>J
X 711712՜ 711712 1՛ 712722“ 722712 - -

иг Лог

соответственно гауссовой кривизной и гауссовым кручением повер\ 
ности 1/2.

2. Допустим, что V, можно дополнить до гиперполосы так, 
чтобы характеристики семейства касательных гиперплоскостей были 
перпендикулярны к касательной плоскости поверхности. Очевидно, 
что тогда естественная нормализация 1/2 будет одновременно и двой­
ственной (2). Поверхности У2, допускающие двойственную нормализа­
цию, образуют некоторый класс, который в дальнейшем обозначим 
через О2. Если е3 есть вектор характеристической прямой, а ек нор­
мальный вектор касательной гиперплоскости, то по условию двой­
ственности нормализации имеем — 0 или елс1е3 — 0.

В силу (1) последнее условие принимает следующий вид: 0.
Дифференцируя внешним образом последнее уравнение, получим

и)! Аш! -4֊ шЗ Аш * = 0.О I 1 О 2
Имея в виду (5), можем сделать вывод, что для поверхности D. 
гауссово кручение равно нулю. Итак, мы доказали, что поверхность 
D2 в £4 характеризуется тем, что ее гауссово кручение равно нулю.

Теперь докажем, что если на поверхности V2t вложенной в £<։ 
гауссово кручение равно нулю, то поверхность будет D2. Если вы­
брать новые нормальные орты так

е3 = е3 cos ? 4-^4 sin ? ।

е\— — е3 sin ?4~^4 cos? I
то тогда (1) принимает следующий вид

dx = «>' et, det — т'<е1 + <<“«•',. ,* J 1 a I (у)
‘e. + “>r<. de\ = I

Дифференцируя (6) и имея в виду (1), получим

^з = (шзС08? 4-<°!|Sin ?) et + «4-^<р)<?*.

Из (7) и из последнего получаем <dJ4 = e\de\ =■ ш4 4֊ с/?.

I ак как по условию == 0, то это значит, что <и„ есть полны՛' 
дифференциал, и мы можем функцию ? (и1, и2) выбрать так, чтобы
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обратилось в нуль. Но тогда для выбранных е'3< е\ уравнения (7) 
принимают вид

dx = <•>'₽,, det = 4- = rfe. = ш.^
Таким образом, мы видим, что е'3 и < осуществляют полярно 

двойственную нормализацию поверхности.
Таким образом мы доказали следующую теорему.
Теорема 1. Для того, чтобы поверхность I/, была двой- 

\ ственно нормализуема Г)2, необходимо и достаточно, чтобы гаус­
сово кручение поверхности V2 равнялось нулю.

Э. Картам в работе (3) доказал, что если гауссово кручение 
поверхности равно нулю, то в этом случае на поверхности существует 
два ортогональных семейства линий кривизны. Таким образом, на /Л 
существует два ортогональных семейства линий кривизны.

3. Для поверхности D2 мы имеем
= О или и?Ло)3 = 0. (8)

Имея в виду (3), равенство (8) можно записать в виде

= 0 или в‘'е"»։^тят2,^-0.
Это показывает, что тензоры gip комполярны (\ § 20), т. е.

£// = Л!*/- (9)
В. Т. Базылев (’) доказал, что для того, чтобы на поверхности Ут 
существовало поле особых нормалей, необходимо и достаточно, что­
бы метрический тензор gtj поверхности был линейной комбинацией 
се вторых тензоров ч*

Имея в виду (9) и последнее замечание, мы можем сформули­
ровать следующий результат.

Теорема 2. Поверхность D.,, вложенная в Е^, характери­
зуется тем, что она допускает существование поля особых нор­
малей. В работе (5) доказано, что если на поверхности 1Л имеет 
место условие (9), то поверхность будет /Л; отсюда получаем

Гео рем а 3. Для того, чтобы поверхность 1Л„ вложенная в 
^4, была поверхностью D2, необходимо и достаточно, чтобы I/, до­
пускала поле особых нормалей.

4. В работе (н) доказано, что всякая D., в Е} сечет ортогонально 
касательные плоскости некоторой поверхности нулевой кривизны. I а- 
ким образом, задача нахождения /Л в Е4 равносильна задаче на­
хождения И, нулевой кривизны.

Как известно (7), например, что поверхность
х(и, v) (sin //sin v, cos//cos^, sin //cost», cos?/sin t»}

имеет нулевую гауссову кривизну. Тогда по формуле ((”), (12)) мы 
м°жем искать уравнение соответствующих поверхностей D2 в сле­
дующем виде

л* = х (и, v) + (// — /0^ i- (Ь - т»)л-г,,
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11.111

a՜՛՜* — {sin и sin г», cos // cos ՝v, sin // cos ՝v, cos и sin ։w) 4
(a u) |cos и sin u, sin и cos v, cos a cos —sin и sin г»} ।

| [b u) {sin и cos г»,- cos « sin sin и sin v, cos и cos u»|,
где а и b — постоянные величины.
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’ւվկւխւյւսք. /:4 տարածությու&ում բնկւ|էքւ|ած երկակի նորմալսւցվաձ 
£)շ մակերն»։।ph զսւոսւյան ո|որմ։սն մասին

Այս > արյսրւրուք ր նվիրված Լ երկակի հ ո ր մ ա / ա րվ ա ժ մ ակե րեսւ յ[1 ի ւււսու մնասիրսւ/յ 

սրր րնկղմված Լ չորս չափանի I՝!»/ // / ի •/ / ան ք: տարսւծա թյէսնումւ

Աս/աց ու ցվ ա Ժ / Հետեյալր'

/. II րս/եււէք ի I Դ մ ակերեու յ/1ր, որր րնկրրքվ ած Լ էՒ^Ւ ^՝) անհրաժեշտ և րաւ/ւսրար ( 
որ նրա րյտւոսյան պորումր [ ին ի նույնարար դերո։

Լք. I)րպևսղի \ ֊) մակերևույթրք սրր րնկղմւքած I Ը4 °շ անհրաժեշտ և րավարար / , ո 
1 , /1ույլատրի եպակի նորմա/ների ղաշտ։

3, Դի տ ար կվա մ Լ օրինա կէ
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