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Аннотация. Исследуется класс нелинейных многомерных интегральных урав-
нений Урысоновского типа в n-мерном евклидовом пространстве в крити-
ческом случае. При различных представлениях ядра Урысона, указанное
уравнение возникает в теории p-адических струн и в математической теории
распространения эпидемических заболеваний. Доказывается конструктив-
ная теорема существования нетривиального положительного непрерывного
и ограниченного решения. При этом показывается, что соответствующие по-
следовательные приближения равномерно со скоростью убывающей геомет-
рической прогрессии сходятся к решению уравнения. Более того, в опреде-
ленном классе ограниченных функций доказывается теорема единственно-
сти построенного решения. В конце для иллюстрации важности полученных
результатов приводятся конкретные примеры указанных уравнений.
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1. Введение

Рассмотрим следующий класс нелинейных интегральных уравнений типа Уры-

сона на Rn := R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n

:

(1.1)

f(x1, . . . , xn) =

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, f(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn, (x1, . . . , xn) ∈ Rn

относительно искомой неотрицательной и ограниченной на Rn функции f . В

уравнении (1.1) ядро Урысона U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, z) удовлетворяет следую-

щим условиям:

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках на-
учного проекта № 23RL-1A027.
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1) (условия критичности и монотонности)

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, 0) ≡ 0, U ∈ C(R2n×R+), R+ = [0,+∞) и при каж-

дом фиксированном (x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) ∈ R2n функция U(x1, . . . , xn,

t1, . . . , tn, z) монотонно возрастает по z на R+,

2) (условие равномерной ограниченности интеграла ядра Урысо-

на)

существует число ξ > 0 такое, что

sup
(x1,...,xn)∈Rn

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, ξ)dt1 . . . dtn =: λ < +∞,

причем

lim
|x|→∞

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, ξ)dt1 . . . dtn = λ,

3) (условие φ-вогнутости)

существует непрерывное монотонно возрастающее и строго вогнутое отоб-

ражение φ : [0, 1] → [0, 1], со свойствами φ(0) = 0, φ(1) = 1, φ′(+0) = +∞
такое, что

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, σz) ≥ φ(σ)U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, z),

(x1, . . . , xn) ∈ Rn, (t1, . . . , tn) ∈ Rn, z ∈ R+, σ ∈ [0, 1].

Отметим, что уравнение (1.1), при различных конкретных представлениях

функции U , имеет приложения во многих отраслях естествознания. В частно-

сти, уравнение (1.1) возникает в динамической теории p-адических открыто-

замкнутых струн для скалярного поля тахионов, в математической теории гео-

графического распространения эпидемических заболеваний в рамках обычных и

модифицированных моделей Аткинсона-Ройтера и Дикмана-Капера (см. [1]-[5]).

Исторически первые результаты, касающиеся вопросов существования и един-

ственности решения нелинейных интегральных уравнений Урысоновского типа

начались в начале прошлого века с пионерских работ П. Урысона и А. Гам-

мерштейна (см. [6] и [7]). В указанных работах рассматривались одномерные

нелинейные интегральные уравнения на ограниченных числовых множествах. В

работе [6], при достаточно сильных ограничениях на ядро Урысона (таких как

гладкость, существование линейной миноранты, компактность соответствующе-

го нелинейного интегрального оператора в пространстве непрерывных на отрезке
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функций и т.д.), получены теоремы существования и единственности непрерыв-

ных нетривиальных решений. В дальнейшем в работе [7] при помощи вариацион-

ных методов исследованы аналогичные вопросы для нелинейных интегральных

уравнений Гаммерштейновского типа.

Начиная с 1950 года научной школой М. А. Красносельского начались си-

стематические исследования одномерных нелинейных интегральных операторов

Урысона и Гаммерштейна (см. [8]-[11]). В частности, в работах [8] и [9] найдены

различные достаточные условия для полной непрерывности таких операторов в

естественных банаховых пространствах. Сочетание указанных признаков полной

непрерывности нелинейных интегральных операторов с известными принципа-

ми неподвижных точек для компактных операторов дали возможность получить

теоремы существования и единственности решения указанных классов уравне-

ний (см. [10], [11]). На западе аналогичные вопросы обсуждались научной шко-

лой Ф. Браудера, в основном не предполагая ограниченность тех множеств, где

изучаются указанные классы уравнений (см. [8]-[14]). Однако следует отметить,

что основным инструментом этих исследований служила известная теорема о

неподвижной точке Браудера-Минти о сюрективности нелинейных коэрцетив-

ных операторов, действующих в рефлексивных банаховых пространствах (см.

например [15]).

Отметим, что случай, когда для одномерного оператора Урысона линейной

минорантой в смысле М. А. Красноселького служат линейные интегральные опе-

раторы сверточного типа, одномерные аналоги уравнения (1.1) исследовались в

работах [16]-[19].

Отличительными особенностями рассмотренных нами уравнений (1.1) явля-

ются отсутствие полной непрерывности многомерного интегрального оператора

Урысона в пространстве ограниченных на Rn функций, свойство критичности

(наличие нулевой неподвижной точки), нерефлексивность пространства, где рас-

сматривается соответствующее уравнение, отсутствие условия гладкости на ядро

Урысона, а также неограниченность области интегрирования в уравнении (1.1).

Перечисленные свойства оператора Урысона не позволяют использовать выше

указанные методы для построения нетривиального ограниченного решения урав-

нения (1.1). В настоящей работе, используя некоторые априорные оценки для во-

гнутых операторов, удается получить конструктивную теорему о существовании

нетривиального положительного непрерывного и ограниченного на Rn решения
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уравнения (1.1). Более того, устанавливается равномерная сходимость соответ-

ствующих последовательных приближений со скоростью убывающей геометри-

ческой прогрессии. Кроме того, в определенном подклассе ограниченных на Rn

функций доказывается единственность построенного решения. В конце работы

приводятся наглядные примеры ядра Урысона, удовлетворяющие условиям до-

казанных теорем. Небезынтересно отметить, что часть приведенных примеров

носит прикладной характер в вышеуказанных направлениях естествознания.

2. Существование ограниченного решения

Теорема 2.1. При условиях 1)− 3) уравнение (1.1) обладает положительным

ограниченным и непрерывным на Rn решением f(x1, . . . , xn). Более того суще-

ствуют числа C > 0 и k ∈ (0, 1) такие, что |fm(x1, . . . , xn) − f(x1, . . . , xn)| ≤
C · km, m = 1, 2, . . ., (x1, . . . , xn) ∈ Rn, где последовательность непрерывных

на Rn функций {fm(x1, . . . , xn)}∞m=0 определяется из следующих рекуррентных

соотношений:

fm+1(x1, . . . , xn) =

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, fm(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn,

f0(x1, . . . , xn) ≡ ξ, m = 0, 1, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

(2.1)

Доказательство. Рассмотрим функцию на Rn:

(2.2) B(x1, . . . , xn) :=

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, ξ)dt1 . . . dtn.

По предположению B(x1, . . . , xn) > 0, (x1, . . . , xn) ∈ Rn и B ∈ C(Rn) (см. усло-

вие 1)). С другой стороны, согласно условию 2), существует число r > 0 такое,

что при |x| > r имеет место неравенство: B(x1, . . . , xn) ≥ λ
2 . Согласно теореме

Вейерштрасса существует точка x̊ ∈ B :=
{
x = (x1, . . . , xn) : |x| ≤ r

}
такая, что

min
(x1,...,xn)∈B

B(x1, . . . , xn) = B(̊x1, . . . , x̊n) > 0. Следовательно

(2.3) ε := inf
(x1,...,xn)∈Rn

B(x1, . . . , xn) ≥ min

{
B(̊x1, . . . , x̊n),

λ

2

}
> 0.

Введем следующие обозначения

t̃1 := min

{
ε

ξ
,
1

2

}
∈
(
0,

1

2

]
,(2.4)

t̃2 := max

{
λ

ξ
, 2

}
∈ [2,+∞) .(2.5)

Тогда из (2.1), с учетом условия 2), (2.3), (2.4) и (2.5) имеем

(2.6) t̃1f0(x1, . . . , xn) ≤ f1(x1, . . . , xn) ≤ t̃2f0(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
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Теперь индукцией по m докажем справедливость следующего двусторонного

неравенства:

(2.7)

φ(φ . . . φ(t̃1))︸ ︷︷ ︸
m

fm(x1, . . . , xn) ≤ fm+1(x1, . . . , xn) ≤
1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

fm(x1, . . . , xn),

m = 1, 2, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

где числа t̃1 и t̃2 определяются по формулам (2.4) и (2.5) соответственно. Сначала

проверим оценки (2.7) для номера m = 1. Действительно, принимая во внимание

условия 1) − 3) и при этом учитывая рекуррентные соотношения (2.1), из (2.6)

будем иметь

φ(t̃1)f1(x1, . . . , xn) ≤
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, t̃1f0(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

≤
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, f1(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

= f2(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

f2(x1, . . . , xn) =

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, f1(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

≤
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, t̃2f0(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

=
φ
(

1
t̃2

)
φ
(

1
t̃2

) ·
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, t̃2f0(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

≤ 1

φ
(

1
t̃2

) ·
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, f0(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

=
1

φ
(

1
t̃2

)f1(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Предположим теперь, что цепочка неравенств (2.7) выполняется при некотором

натуральном m. Тогда снова используя условия 1)− 3) и индукционное предпо-

ложение, из (2.1) получаем

φ(φ . . . φ(t̃1))︸ ︷︷ ︸
m+1

fm+1(x1, . . . , xn) ≤

≤
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, φ(φ . . . φ(t̃1))︸ ︷︷ ︸
m

fm(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn
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≤
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, fm+1(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

= fm+2(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

fm+2(x1, . . . , xn) =

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, fm+1(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

≤
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn,
1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

fm(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

=

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m+1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m+1

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn,
1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

×

× fm(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

≤ 1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m+1

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, fm(t1, . . . , tn))dt1 . . . dtn

=
1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m+1

fm+1(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Итак, двусторонное неравенство (2.7) для всех m ∈ N доказано. Из (2.7) сразу

следует, что

(2.8)

0 ≤ 1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

fm(x1, . . . , xn)− fm+1(x1, . . . , xn)

≤


1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

− φ(φ . . . φ(t̃1))


fm(x1, . . . , xn),

m = 1, 2, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
55



Х. А. ХАЧАТРЯН, Р. С. АМБАРЦУМЯН

С другой стороны из неравенства (3.16) (см. [20]) сразу следует, что

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

≥ km2 · 1

t̃2
+ 1− km2 , m = 1, 2, . . . ,(2.9)

φ(φ . . . φ(t̃1))︸ ︷︷ ︸
m

≥ km1 t̃1 + 1− km1 , m = 1, 2, . . . ,(2.10)

где

(2.11) k1 :=
1− φ(t̃1)

1− t̃1
, k2 :=

1− φ
(

1
t̃2

)
1− 1

t̃2

, kj ∈ (0, 1), j = 1, 2.

Рассмотрим теперь следующие характеристические уравнения:

τφ

(
1

τ

)
= t̃2,(2.12)

φ(τ) =
τ

t̃1
.(2.13)

Из свойств отображения φ легко следует, что уравнения (2.12) и (2.13) обладают

единственными решениями τ2 > t̃2 и τ1 ∈ (0, t̃1). Теперь индукцией по m докажем

справедливость следующего двусторонного неравенства:

(2.14) τ1ξ ≤ fm(x1, . . . , xn) ≤ τ2ξ, m = 0, 1, 2, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

В случае m = 0 цепочка неравенств (2.14) сразу следует из определения нулевого

приближения в итерациях (2.1) с учетом того, что τ2 > 1, τ1 ∈ (0, 1). Пусть

(2.14) выполняется при некотором m ∈ N. Тогда учитывая (2.12), (2.13), (2.6) и

принимая во внимание условия 1), 3) из (2.1) получим

fm+1(x1, . . . , xn) ≥
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, τ1ξ)dt1 . . . dtn

≥ φ(τ1)

∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, ξ)dt1 . . . dtn ≥ φ(τ1) · t̃1ξ = τ1ξ,

fm+1(x1, . . . , xn) ≤
∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, τ2ξ)dt1 . . . dtn

=
φ
(

1
τ2

)
φ
(

1
τ2

) ∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, τ2ξ)dt1 . . . dtn

≤ 1

φ
(

1
τ2

) ∫
Rn

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, ξ)dt1 . . . dtn

≤ t̃2ξ

φ
(

1
τ2

) = τ2ξ, (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

56



О КОНСТРУКТИВНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛИНЕЙНОГО ...

Используя (2.9), (2.10) и (2.14) из (2.8) получим

0 ≤ 1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

fm(x1, . . . , xn)− fm+1(x1, . . . , xn)

≤


1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

− 1 + 1− φ(φ . . . φ(t̃1))︸ ︷︷ ︸
m


· τ2 · ξ

≤
(
t̃2

(
1− 1

t̃2

)
· km2 + (1− t̃1)k

m
1

)
τ2ξ

≤ (t̃2 − t̃1)τ2 · ξ · km, m = 1, 2, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

(2.15)

где k = max{k1, k2} ∈ (0, 1). Следовательно, если учесть (2.15), (2.9) и (2.14)

будем иметь

(2.16)

|fm(x1, . . . , xn)− fm+1(x1, . . . , xn)| ≤

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
fm(x1, . . . , xn)−

1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

fm(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

φ

(
φ . . . φ

(
1

t̃2

))
︸ ︷︷ ︸

m

fm(x1, . . . , xn)− fm+1(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ t̃2

(
1− 1

t̃2

)
km2 · τ2ξ + (t̃2 − t̃1)τ2ξ · km

≤ (2t̃2 − t̃1 − 1)km · τ2ξ, m = 1, 2, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Индукцией по m несложно проверить, что

(2.17) fm ∈ C(Rn), m = 0, 1, . . . .

Таким образом из (2.16) и (2.17) следует равномерная сходимость последователь-

ности непрерывных на Rn функций {fm(x1, . . . , xn)}∞m=0:

fm(x1, . . . , xn) ⇒
m→∞

f(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
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причем f ∈ C(Rn) и в силу непрерывности функции U и условий 1), 2) предель-

ная функция удовлетворяет уравнению (1.1). В (2.14) переходя к пределу когда

m → ∞ получаем

(2.18) 0 < τ1ξ ≤ f(x1, . . . , xn) ≤ τ2ξ, (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Записывая теперь неравенство (2.16) для номеров m+1, . . . ,m+p, затем исполь-

зуя неравенство треугольника имеем

(2.19)
|fm(x1, . . . , xn)− fm+p+1(x1, . . . , xn)| ≤ |fm(x1, . . . , xn)− fm+1(x1, . . . , xn)|

+|fm+1(x1, . . . , xn)− fm+2(x1, . . . , xn)|+ · · ·+ |fm+p(x1, . . . , xn)− fm+p+1(x1, . . . , xn)|

≤ (2t̃2 − t̃1 − 1)τ2ξ(k
m + km+1 + · · ·+ km+p)

≤ (2t̃2 − t̃1 − 1)τ2ξ · km

1− k
, m, p = 1, 2, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

В (2.19) устремляя p → ∞ получаем

|fm(x1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn)| ≤ C · km, m = 1, 2, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

где

C :=
(2t̃2 − t̃1 − 1)τ2ξ

1− k
.

Таким образом теорема полностью доказана. □

3. Единственность решения, примеры

Перейдем теперь к вопросу единственности построенного решения уравнения

(1.1) в определенном классе функций. Справедлива следующая

Теорема 3.1. При условиях 1)−3) уравнение (1.1) в следующем классе функций:

M =

{
f(x1, . . . , xn) : f ∈ M(Rn), inf

(x1,...,xn)∈Rn
f(x1, . . . , xn) > 0

}
имеет единственное решение.

Доказательство. Во-первых заметим, что из (2.18) сразу следует включение f ∈
M, где f решение уравнения (1.1) построенное при помощи последовательных

приближений (2.1). Предположим теперь, что уравнение (1.1), кроме f ∈ M,

обладает другим решением f∗ ∈ M. Тогда если обозначить через

r1 := min


inf

(x1,...,xn)∈Rn
f∗(x1, . . . , xn)

τ2ξ
,
1

2

 ∈
(
0,

1

2

]
,
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r2 := max


sup

(x1,...,xn)∈Rn

f∗(x1, . . . , xn)

τ1ξ
, 2

 ∈ [2,+∞)

и учитывать (2.18), то получаем, что

(3.1) r1f(x1, . . . , xn) ≤ f∗(x1, . . . , xn) ≤ r2f(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Принимая во внимание (3.1), условия 1), 3) и совершая аналогичные рассужде-

ния как при доказательстве неравенства (2.7), индукцией по m несложно прове-

рить достоверность следующей двусторонной оценки:

(3.2)

φ(φ . . . φ(r1))︸ ︷︷ ︸
m

f(x1, . . . , xn) ≤ f∗(x1, . . . , xn) ≤
1

φ

(
φ . . . φ

(
1

r2

))
︸ ︷︷ ︸

m

f(x1, . . . , xn),

(x1, . . . , xn) ∈ Rn, m = 1, 2, . . . .

Теперь снова используя неравенство (3.16) из работы [20], с учетом (3.2) прихо-

дим к следующей цепочке неравенств:

(k̃m1 r1 + 1− k̃m1 )f(x1, . . . , xn) ≤ φ(φ . . . φ(r1))︸ ︷︷ ︸
m

f(x1, . . . , xn) ≤ f∗(x1, . . . , xn)

≤ 1

φ

(
φ . . . φ

(
1

r2

))
︸ ︷︷ ︸

m

f(x1, . . . , xn) ≤
1

k̃m2 · 1
r2

+ 1− k̃m2
f(x1, . . . , xn),

m = 1, 2, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

где

(3.3) k̃1 :=
1− φ(r1)

1− r1
∈ (0, 1), k̃2 :=

1− φ
(

1
r2

)
1− 1

r2

∈ (0, 1).

Итак мы приходим к следующей двусторонной оценке:

(3.4)

(k̃m1 r1 + 1− k̃m1 )f(x1, . . . , xn) ≤ f∗(x1, . . . , xn) ≤
1

k̃m2 · 1
r2

+ 1− k̃m2
f(x1, . . . , xn),

m = 1, 2, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

В (3.4) зафиксируя (x1, . . . , xn) ∈ Rn и устремляя m → ∞ с учетом (3.3) получа-

ем, что f(x1, . . . , xn) = f∗(x1, . . . , xn). Теорема доказана. □

Замечание 3.1. Возникает естественный вопрос: Является ли единственным

решение уравнения (1.1) в следующем более широком по сравнению с M классе
59



Х. А. ХАЧАТРЯН, Р. С. АМБАРЦУМЯН

функций:

M∗ = {f(x1, . . . , xn) : f(x1, . . . , xn) ≥ 0, f(x1, . . . , xn) ̸≡ 0, f ∈ M(Rn)}?

Ответ на этот вопрос остается открытой проблемой даже в одномерном

(n = 1) случае. Известно лишь когда n = 1, а U(x, t, z) = K(x, t)G(z), (x, t) ∈
R2, z ∈ R+, где K(x, t) = K(−x,−t) = K(t, x) > 0, (x, t) ∈ R2, K ∈ C(R2) ∩

M(R2), 0 ≤ γ(x) = 1 −
∫∞
−∞ K(x, t)dt ∈ L1(R), x ∈ R, sup

r≥0

∫ r

0

∫ ∞

r

K(x, t)dtdx <

+∞,
∫ 0

−∞
∫∞
0

K(x, t)dtdx < +∞, а G ∈ C(R+), монотонно возрастает на R+,

G(0) = 0, G - вогнута на R+ и G(ξ) = ξ, то уравнение (1.1) имеет единственное

решение в классе M∗.

В конце приведем несколько примеров ядра U , удовлетворяющее условиям

1)− 3):

Пример 3.1. Допустим, что в уравнении (1.1) ядро U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, z)

имеет вид

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, z) = K(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn)G(z),

(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) ∈ R2n, z ∈ R+,

где K ∈ C(R2n), K(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) > 0, (x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) ∈ R2n,

sup
(x1,...,xn)∈Rn

∫
Rn

K(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn =: ∆ < +∞

причем

lim
|x|→∞

∫
Rn

K(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn = ∆,

а G ∈ C(R+) монотонно возрастает на R+, G(0) = 0 и существует непрерывное

монотонно возрастающее и строго вогнутое отображение φ : [0, 1] → [0, 1] со

свойствами φ(0) = 0, φ(1) = 1, φ′(+0) = +∞ такое, что

G(σz) ≥ φ(σ)G(z), z ∈ R+, σ ∈ [0, 1].

В качестве функции G можно рассматривать следующие примеры:

a) G(z) = zα, α ∈ (0, 1), z ∈ R+,

b) G(z) = γ(1− e−zα

), α ∈ (0, 1), γ > 0, z ∈ R+.

Пример 3.2. Рассмотрим теперь следующий пример ядра U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, z):

U(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn, z) = K1(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn)G1(z)

+K2(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn)G2(z), (x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) ∈ R2n, z ∈ R+,
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где Kj ∈ C(R2n), Kj(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) > 0, (x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) ∈ R2n,

sup
(x1,...,xn)∈Rn

∫
Rn

Kj(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn =: ∆j < +∞

причем

lim
|x|→∞

∫
Rn

Kj(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn = ∆j , j = 1, 2,

а G1, G2 ∈ C(R+) монотонно возрастают на R+, G1(0) = G2(0) = 0 и G1, G2

удовлетворяют следующим неравенствам

Gj(σz) ≥ φ(σ)Gj(z), z ∈ R+, σ ∈ [0, 1], j = 1, 2,

где отображение φ : [0, 1] → [0, 1] обладает свойствами из примера 3.1.

Для полноты изложения приведем также примеры функций Kj , j = 1, 2 и φ:

Kj(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) =
∆j

(2π)n/2

(
1− εje

−|x|2
)
·

n∏
i=1

e−
(xi−ti)

2

2 ,

(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) ∈ R2n, εj ∈ (0, 1), j = 1, 2,

Kj(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) = ∆j

(
1− δje

−|x| sin |x|
)
·

n∏
i=1

∫ b

a

e−|xi−ti|sLi(s)ds,

(x1, . . . , xn, t1, . . . , tn) ∈ R2n, δj ∈ (0, 1), j = 1, 2,

где Li ∈ C[a, b), Li(s) > 0, s ∈ [a, b), 0 < a < b ≤ +∞, i = 1, 2 . . . , n

и 2n ·
n∏

i=1

∫ b

a

Li(s)

s
ds = 1,

φ(σ) = σα, φ(σ) =
2σα

σα + 1
, α ∈ (0, 1), σ ∈ [0, 1].
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