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Аннотация. В данной статье мы обсуждаем существование мероморфных
решений следующей системы разностных уравнений{

f(z + c) = eP f − aeP + a

f(z + c) = eQf − beQ + b

где P и Q являются целыми функциями, a и b — различными комплекс-
ными числами. Кроме того, в данной работе разъясняется применение этих
результатов, что позволяет улучшить результаты уникальности, связанные
с мероморфными функциями f(z) и их сдвигами f(z + c).

MSC2020 numbers: 39B32; 30D35.
Ключевые слова: мероморфная функция; система разностных уравнений; сов-
местно принимающие значения.

1. Введение

В данной статье мы предполагаем, что читатель знаком с элементарной тео-

рией Неванлинны, см. [1]. Теория единственности мероморфных функций явля-

ется классическим приложением теории распределения значений мероморфных

функций. В 1929 году Неванлинна доказал знаменитые теоремы о пяти значе-

ниях и четырех значениях: если две непостоянные мероморфные функции f и

g совместно принимают пять различных значений ИК (игнорируя кратности),

то f ≡ g; если две непостоянные мероморфные функции совместно принимают

четыре различных значения УК (с учетом кратностей), то f ≡ T ◦g, где T — пре-

образование Мёбиуса. Хорошо известно, что условие “4 УК” в теореме о четырех

значениях не может быть улучшено до “4 ИК”. Гундерсен [2] провел дальнейшие

исследования и доказал, что “4 УК” может быть улучшено до “2 УК + 2 ИК.”

1Работа была поддержана Национальным научным фондом провинции Шаньдун
(ZR2022MA071) и Национальным фондом естественных наук Китая (No. 12061042).
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Тем не менее, вопрос о том, можно ли его улучшить до “1 УК + 3 ИК”, остается

открытым.

Когда функция g в ранее упомянутых теоремах задается как производная

от f , полученные результаты приобретают более глубокое значение. В 1977 го-

ду Рубель и Ян [3] рассмотрели задачу о совместном принятии значений целой

функцией и её производной. Они получили следующий результат: предположим,

что f — непостоянная целая функция. Если f и f ′ совместно применяют две раз-

личные константы a и b УК, то f ≡ f ′. После этого многие ученые стремились

улучшить этот результат. Соответствующие выводы см. в [1, Глава 8].

С достижением результатов, связанных с разностным аналогом леммы о ло-

гарифмической производной [4, 5, 6], разностные аналоги теории Неванлинны

достигли значительного прогресса. Соответствующие результаты можно найти в

[7]. Благодаря этому начались дискуссии, касающиеся проблемы единственности

функций f и их сдвигов f(z + c) . Первый результат в этой области:

Теорема А [8]. Пусть f — мероморфная функция конечного порядка, пусть c ∈
C, а a1, a2, a3 ∈ S(f)

⋃
{∞} — три различные периодические функции с периодом

c. Если f(z) и f(z+c) совместно принимают значения a1, a2,a3 с УК, то f(z) =

f(z + c) для всех z ∈ C.

Теорема A была уточнена путем ослабления условий совместности с «3 УК» до

«2 УК+1 ИК» , как сообщается в [9]. В результате многие ученые предприняли

попытки дальнейшего усовершенствования условий совместности для функций,

соответствующие результаты приведены в [10, 11, 12]. Уникальные результаты,

касающиеся функций f и их разностных операторов, а также сдвигов и производ-

ных функций, можно найти в [7, 13]. Однако вследствие ограничения на порядок

роста функций, вытекающего из разностного аналога леммы о логарифмической

производной, при изучении проблемы единственности f и ее сдвигов f(z+c) все-

гда необходимо учитывать ограничения на порядок роста функций. Недавно,

Фанг и др. [14] сняли ограничение на порядок роста функций, тем самым до-

стигнув следующего результата:

Теорема Б. Пусть f — непостоянная мероморфная функция, пусть c ∈ C.

Если f(z) и f(z + c) совместно принимают три различных значения a, b,∞
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УК, то f(z) = f(z + c). Если только f не имеет следующего вида

f =
(b− a)eφ+ψ − beφ + aeψ

eψ − eφ
,

где φ и ψ — две целые функции с φ(z)+φ(z+c) = 2kπi, и ψ(z)+ψ(z+c) = 2mπi для

некоторых k,m ∈ Z. Действительно, в обоих случаях имеем f(z) = f(z + 2c).

Одновременно с развитием дифференциальных аналогов теории Неванлинны

все большее значение приобретает исследование комплексных дифференциаль-

ных уравнений. В этой области анализ систем дифференциальных уравнений

становится особенно интересной темой для исследования. Соответствующие ре-

зультаты можно найти в работе [15, 16, 17]. Действительно, когда мы изучаем

проблему единственности f и f(z + c), мы всегда получаем соответствующие

результаты, исследуя свойства решений следующего разностного уравнения

(1.1)
f(z + c)− α

f − α
= eγ(z),

где α — константа, а γ(z) — целая функция. Следовательно, основное внимание в

данной статье уделяется исследованию существования и формы решений систе-

мы разностных уравнений, связанных с уравнением (1.1). В качестве приложения

мы можем уточнить выражение f в Теореме Б. Действительно, мы имеем

Теорема 1.1. Пусть P и Q — две трансцендентные целые функции, а a, b — два

различных значения. Тогда решения следующей системы разностных уравнений

(1.2)

{
f(z + c) = eP f − aeP + a

f(z + c) = eQf − beQ + b

удовлетворяют одному из следующих условий

(1) f = f(z + c).

(2) f = f(z+2c). В частности, когда P−Q является многочленом, следует,

что eP = −eQ. Следовательно, в соответствии с этим условием, явное

выражение для f можно получить так:

f =
(a+ b)eP − (a− b)

2eP
,

где P + P (z + c) = 2nπi, n — целое число.
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Теорема 1.2. Пусть P и Q — два непостоянных многочлена, а a, b — два раз-

личных значения. Тогда следующая система разностных уравнений{
f(z + c) = eP f − aeP + a

f(z + c) = eQf − beQ + b

не имеет мероморфных решений, если только f = f(z + c).

Примечание. (1). Доказательство Теоремы 1.2 следует подходу, аналогичному

в Теореме 1.1. Примечательно, что в Теореме 1.2, поскольку P и Q являются

многочленами, из того, что eP+P (z+c) = 1, следует, что eQ+Q(z+c) = 1. Следова-

тельно, и P , и Q должны быть постоянными, что противоречит предположению.

В случае, когда eP+P (z+c) ̸≡ 1, мы используем стратегию доказательства Теоре-

мы 1.1, с той модификацией, что считаем R,R1, R2, R3 постоянными, а не много-

членами. Это также приводит к противоречию. Поэтому мы опускаем подробное

доказательство Теоремы 1.2.

(2). Для удобства использования в данной статье мы будем сокращенно обо-

значать f(z + c) как f .

2. Леммы

Лемма 2.1. [1, Теорема 1.51] Предположим, что fj (j = 1, . . . n) (n ≥ 2) яв-

ляются мероморфными функциями, а gj (j = 1, . . . , n) — целыми функциями,

удовлетворяющими следующим условиям:

(1)
n∑
j=1

fje
gj = 0.

(2) 1 ≤ j < k ≤ n, gj − gk не являются константами для 1 ≤ j < k ≤ n.

(3) Для 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ h < k ≤ n,

T (r, fj) = o{T (r, egh−gk)}, r → ∞, r ̸∈ E,

где E ⊂ (1,∞) имеет конечную линейную меру.

Тогда fj(z) ≡ 0.

Лемма 2.2. [1, Теорема 1.64] Пусть fj (j = 1, . . . n) — непостоянные мероморф-

ные функции, и пусть fj (j = n+1, . . . , n+m) — мероморфные функции, такие

что

fj ̸≡ 0, (j = n+ 1, . . . , n+m)
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и
n+m∑
j=1

fj ≡ A,

где A — ненулевая константа. Если существует подмножество I ⊆ R+ удо-

влетворяющее mesI = ∞ такое, что
n+m∑
j=1

N

(
r,

1

fj

)
+ (n+m− 1)N(r, fj) < (λ+ o(1))T (r, fk), r → ∞, r ∈ I,

где λ < 1, k = 1, 2, . . . n. Тогда существует ti ∈ {0, 1}(i = 1, 2, . . .m) такое, что
m∑
i=1

tifn+i ≡ A.

Лемма 2.3. [1, Теорема 1.55] Пусть fj (j = 1, . . . n) — непостоянные меро-

морфные функции, удовлетворяющие Θ(∞, fj) = 1 для j = 1, . . . , p, и пусть aj
(j = 0, 1, . . . n) — ненулевые константы. Если

p∑
j=1

ajfj ≡ a0.

Тогда
p∑
j=1

δ(0, fj) ≤ p− 1,

где

δ(0, f) = 1− lim
r→∞

N(r, 1f )

T (r, f)
, Θ(∞, f) = 1− lim

r→∞

N(r, f)

T (r, f)
.

Лемма 2.4. [1, Лемма 2.1] Пусть f и g — непостоянные рациональные функции.

Если f и g совместно принимают значения 0,∞ УК, то существует ненулевая

константа K такая, что f ≡ Kg.

3. Доказательство Теоремы 1.1

Предположим, что f является непостоянным мероморфным решением уравне-

ний (1.2). Если eP = eQ, то из этого следует, что f = f . В последующем анализе

мы рассмотрим случай, когда eP ̸≡ eQ.Из уравнений (1.2) получаем, что

(3.1) f =
aeP − beQ − (a− b)

eP − eQ
.

Следовательно,

(3.2) f =
aeP − beQ − (a− b)

eP − eQ
.
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Объединив уравнение (3.1) с первым уравнением (1.2), получаем

(3.3) f =
ae2P − beP+Q − (a− b)eP

eP − eQ
− aeP + a.

Кроме того, из уравнений (3.2) и (3.3)можно сделать вывод, что

(3.4) eP − eQ − eP+P + eQ+Q + eP+Q+P − eP+Q+Q = 0.

Случай 1. Предположим, что eP+P = 1. Следовательно, из первого уравнения

(1.2) мы делаем вывод, что
f − a

f − a
= eP .

Кроме того,

f − a

f − a
= eP .

Отсюда следует, что

f − a

f − a
= eP+P = 1,

что указывает на то, что f = f .

В частности, когда P −Q является многочленом, мы можем вывести выраже-

ние для f . Разделив обе части уравнения (3.4) на eQ, получаем

(3.5) −eP+Φ + eQ − eP+Q = −eΦ,

где Φ = P −Q. Применив Лемму 2.2 к (3.5), получаем eP+Q = eΦ, что означает

eQ+Q = 1. Следовательно,
eP+P

eQ+Q
= eΦ+Φ = 1.

Учитывая предположение, что Φ является многочленом, получаем, что Φ должно

быть константой. Итак, e2Φ = 1. Учитывая предположение, что eP ̸≡ eQ, мы

делаем вывод, что eΦ = −1. В результате можно сделать вывод, что eP = −eQ.

Кроме того, из уравнения (3.1) имеем

f =
(a+ b)eP − (a− b)

2eP
.

Случай 2. Предположим, что eP+P ̸≡ 1. Разделив обе части (3.4) на eQ, получаем

(3.6) eR − eR+P + eQ + eP+P − eP+Q = 1,

где R = P −Q.
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Случай 2.1. Если R является многочленом, то уравнение (3.6) переписываем

следующим образом:

(3.7) −eR+P + eQ + eP+P − eP+Q = 1− eR.

Если 1− eR ̸≡ 0, то по Лемме 2.2 существуют ti ∈ {0, 1}, (1 = 1, 2) , удовлетворя-

ющие

t1e
P+P − t2e

P+Q = 1− eR.

Если t1 = 0, то имеем

(3.8) −eP+Q = 1− eR.

Подставляя (3.8) в (3.7), получаем

−eR+P + eQ + eP+P = 0.

Разделив обе части вышеуказанной формулы на eP , получаем

−eR + e−R + eP = 0

что невозможно, если R является многочленом. Аналогично, противоречие мож-

но получить и при t2 = 0.

Если t1 = 1, t2 = 1, то получаем

(3.9) eP+P − eP+Q = 1− eR.

Из (3.7) и (3.9), следует, что

eR+R = 1.

Исходя из предположения, что R является многочленом, мы делаем вывод, что

R должен быть константой. Пусть eR = A(̸= 0, 1), тогда

eP = AeQ, eP+P = A2eQ+Q, eP+Q+P = A2e2Q+Q, eP+Q+Q = Ae2Q+Q.

Подставляя вышеуказанные уравнения в (3.4), получаем

(3.10) 1− (1 +A)eQ +AeQ+Q = 0.

Если A = −1, то eQ+Q = 1. Следовательно, eP+P = (−1)2·1 = 1 что противоречит

предположению, что eP+P ̸≡ 1. Следовательно, A ̸= −1.

Если Q+Q является многочленом, то из (3.10) следует, что Q является мно-

гочленом, что приводит к противоречию. Если Q+Q является трансцендентной

целой функцией, то, применив Лемму 2.1 к (3.10) и учитывая, что A ̸= −1, мы

также приходим к противоречию.
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Таким образом, мы получаем 1−eR = 0, что означает eP = eQ, что противоре-

чит предположению, что eP ̸≡ eQ. Следовательно, R является трансцендентной

целой функцией.

Случай 2.2. Если R + P является многочленом, то мы задаем R + P = R1.

Следовательно, (3.6) можно переписать в виде

(3.11) eR1e−P + eQ + eR1eQ − eR1eQ−R = 1 + eR1 .

Если 1 + eR1 ̸≡ 0, то, применив Лемму 2.2 к (3.11), имеем

(3.12) −eR1eQ−R = 1 + eR1 .

Отсюда следует, что

N

(
r,

1

1 + eR1

)
= 0,

что указывает на то, что R1 является константой. Кроме того, очевидно, что

Q − R также является константой. Таким образом, Q − R + R1 = P + Q также

является константой. Пусть eR1 = B(̸= 0,−1), тогда из (3.11) и (3.12) следует,

что

Be−P + eQ +BeQ = 0.

Разделив обе части вышеуказанной формулы на eQ, получаем

−Be−P−Q = BeQ−Q + 1,

что означает

N

(
r,

1

BeQ−Q + 1

)
= 0.

Следовательно, Q − Q является константой. Одновременно мы наблюдаем, что

P +Q является константой, а значит, P +Q также является константой. Более

того, P + Q = P + Q + Q − Q является константой. Следовательно, P − P =

P +Q− (P +Q)− (Q−Q) является константой. Пусть

eP−P = D(̸= 0), eQ−Q = E(̸= 0), eP+Q = F (̸= 0).

Подставляя вышеуказанные уравнения в (3.4), получаем

(1 +DF )eP − (1 + EF )eQ −De2P + Ee2Q = 0.

Если (1 +DF )(1 +EF ) ̸= 0. Поскольку P , Q, R = P −Q, P − 2Q = P +Q− 3Q,

Q−2P = P+Q−3P являются трансцендентными целыми функциями, из Леммы

2.1 можно вывести D = E = 0 , что приводит к противоречию.
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Если (1 + DF )(1 + EF ) = 0, что приводит к противоречию D = E = 0 из

Леммы 2.1, что невозможно.

Таким образом, 1 + eR1 = 0. Следовательно, уравнение (3.11) можно перепи-

сать в виде

e−P − eQ + eQ − eQ−R = 0.

Разделив обе части вышеуказанного уравнения на eQ, получаем

(3.13) e−P−Q − eQ−Q − e−R = −1.

Применив Лемму 2.3 к уравнению (3.13), мы приходим к выводу, что по крайней

мере одно из −P −Q и Q−Q должно быть константой.

Предположим, что −P −Q является константой, тогда зададим e−P−Q = G(̸=
0). Следовательно, (3.13) можно переписать как

(3.14) eQ−Q + e−R = 1 +G.

Если 1 + G ̸= 0, то по Лемме 2.2, получаем eQ−Q = 1 + G, что означает, что

e−R = 0, что приводит к противоречию. С другой стороны, если 1+G = 0, то из

(3.14) следует, что eQ+R−Q = eP−Q = −1, что указывает на то, что P−Q является

константой. Предполагая, что −P −Q является константой, мы получаем, что Q

является константой, что противоречит нашим изначальным предположениям.

Предположим, что Q−Q является константой, тогда зададим eQ−Q = H(̸= 0).

Уравнение (3.13) можно переписать как

(3.15) e−P−Q − e−R = H − 1.

Если H − 1 ̸= 0,то, применив Лемму 2.2 к (3.15), получаем e−P−Q = H − 1, что

означает e−R = 0, что невозможно. В противном случае, если H − 1 = 0, то из

(3.15) следует, что e−P−Q+R = e−Q−Q = 1, предполагая, что −Q − Q является

константой. Учитывая, что Q − Q, получаем, что Q является константой, что

снова противоречит нашим предположениям. Следовательно, R + P является

трансцендентной целой функцией.

Случай 2.3. Если P + P является многочленом, то зададим P + P = R2. Сле-

довательно, уравнение (3.6) можно переписать в виде

(3.16) eR − eR2e−Q + eQ − eR2e−R = 1− eR2 .
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При предположении, что eP+P ̸≡ 1, следует, что 1 − eR2 ̸≡ 0. Применив Лемму

2.3 к (3.16), получаем противоречие. Следовательно, P + P является трансцен-

дентной целой функцией.

Случай 2.4. Если P + Q является многочленом, то мы задаем P + Q = R3.

Следовательно, мы переписываем (3.6) следующим образом

(3.17) eR − eR3eR−Q + eQ + eR3eR = 1 + eR3 .

Если 1 + eR3 ̸≡ 0, то, применяя Лемму 2.2, получаем −eR3eR−Q = 1 + eR3 . Это

означает, что

N

(
r,

1

1 + eR3

)
= 0.

Кроме того, из этого следует, что eR3 и eR−Q являются константами. Пусть eR3 =

M(̸= 0,−1), тогда (3.17) можно переписать в виде

(3.18) eR −MeR−Q + eQ +MeR = 1 +M.

Применив Лемму 2.2 к (3.18), получаем −MeR−Q = 1 +M . Следовательно, из

уравнения (3.18), получаем

eR + eQ +MeR = 0.

Разделив обе части вышеуказанной формулы на eQ, получаем

eR−Q +MeR−Q = −1.

Применив Лемму 2.3 к вышеуказанному уравнению, получаем, что R − Q и

R − Q = P − 2Q должны быть константами. Таким образом, P − 2Q является

константой. Кроме того, мы видим, что R−Q+R3 = 2P−Q является константой.

Следовательно, мы получаем, что P − 2Q + 2P − Q = 3R является константой,

что приводит к противоречию.

Если 1+eR3 = 0, то R3 является константой. Мы можем переписать (3.17) как

eR + eR−Q + eQ − eR = 0.

Разделив обе части вышеуказанной формулы на eR, получаем

(3.19) eR−R + e−Q + e2Q−P = 1.

Применив Лемму 2.3 к вышеуказанному уравнению, мы делаем вывод, что по

крайней мере одно из R−R и 2Q− P должен быть константой.
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Предположим, что R − R является константой, тогда зададим eR−R = N, и

уравнение (3.19) можно переписать в виде

(3.20) e−Q + e2Q−P = 1−N.

Если 1−N ̸= 0, то из Леммы 2.3, следует, что 2Q− P должно быть константой,

что означает, что Q является константой, что является противоречием. Если

1−N = 0, то из (3.20) следует, что

e2Q−P+Q = −1,

что означает, что 2Q − P + Q является константой. Учитывая, что R − R и

R3 = P + Q являются константами, мы делаем вывод, что P + Q − R + R =

Q+P является константой. Следовательно, 2Q−P +Q−Q−P = −2R является

константой, что является противоречием.

Предположим, что 2Q− P является константой, тогда зададим e2Q−P = T , и

перепишем (3.19) как

(3.21) eR−R + e−Q = 1− T.

Если 1 − T ̸= 0, то из Леммы 2.3 следует, что R − R является константой, что

предполагает, что Q является константой, что является противоречием. Если

1−T = 0, то из (3.21), получаем, что eP−R = −1, что означает, что P−R является

константой. Следовательно P − R − (2Q − P ) = P − Q является константой.

Отмечая, что R3 = P + Q является константой, получаем P + Q + P − Q =

2P является константой, что является противоречием. Следовательно, P + Q

является трансцендентной целой функцией.

Таким образом, мы утверждаем, что R,R+P ,Q, P +P , P +Q являются транс-

цендентными целыми функциями. Следовательно, при применении Леммы 2.3 к

(3.6), возникает противоречие.

4. Применение Теоремы 1.1

В качестве применения Теоремы 1.1 мы усовершенствовали результаты теоре-

мы Б и получили следующий результат.

Теорема 4.1. Пусть f — непостоянная мероморфная функция, пусть c ∈ C.

Если f(z) и f(z+c) совместно принимают три различных значения a, b,∞ УК,

то верно следующее заключение:
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(1) f = f(z + c).

(2) f = (b−a)eP+Q−beP+aeQ

eQ−eP , по крайней мере одно из P и Q является транс-

цендентной целой функцией и удовлетворяет P + P = 2kπi, а Q+Q =

2mπi для некоторых k,m ∈ Z.

Доказательство Теоремы 4.1. Если f является непостоянной рациональной

функцией, то в сочетании с условием общего значения из Леммы 2.4 следует, что

f = f .

Далее мы рассмотрим случай, когда f является трансцендентной мероморф-

ной функцией. Учитывая, что f и f совместно принимают значения a, b и ∞ УК,

имеем
f − a

f − a
= eP ,

f − b

f − b
= eQ,

где P и Q — две целые функции.

Если P и Q являются многочленами, то по Теореме Б мы приходим к выводу,

что либо f = f , либо

(4.1) f =
(b− a)eP+Q − beP + aeQ

eQ − eP
,

где P + P = 2kπi и Q+Q = 2mπi, k и m — целые числа. Примечательно, что и

P , и Q являются многочленами, что означает, что P и Q являются константа-

ми. Следовательно, согласно уравнению (4.1), f также должна быть константой.

Это противоречит нашему предположению, что f является трансцендентной ме-

роморфной функцией. Поэтому, если P,Q являются многочленами, то из этого

обязательно следует, что f = f .

Если по крайней мере одно из P и Q является трансцендентной целой функ-

цией, то по Теореме Б мы приходим к выводу, что либо f = f , либо

f =
(b− a)eP+Q − beP + aeQ

eQ − eP
,

где P + P = 2kπi и Q+Q = 2mπi, k и m — целые числа.

Дальнейшее обсуждение. Действительно, при определенных условиях вид

функции f в заключении (2) Теоремы 4.1 можно еще больше упростить.

Если P — трансцендентная целая функция, а Q — многочлен, то из этого

следует, что Q = mπi. Если m — четное число, то уравнение (4.1) сводится

к f = a, что является противоречием. Если m является нечетным числом, то
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уравнение (4.1) дает

f =
(2b− a)eP + a

eP + 1
,

где P + P = 2kπi, k — целое число.

И наоборот, если Q является трансцендентной целой функцией, а P — мно-

гочленом, то аналогичное рассуждение, как и выше, приводит к следующему

результату:

f =
(2a− b)eQ + b

eQ + 1
,

где Q+Q = 2mπi, m — целое число.

Когда P и Q являются трансцендентными целыми функциями, тот факт, что

f удовлетворяет заключению 2 Теоремы 4.1 означает, что f ̸= f . Следовательно,

из Теоремы 1.1, мы делаем вывод, что если P −Q является многочленом, то

f =
(a+ b)eP − (a− b)

2eP
,

где P + P = 2nπi, n — целое число.
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