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1. Введение

В теории обработки сигналов часто используют понятия «сепстр» и «кепстр».

Они применяются при обработке речевых сигналов, сейсмических сигналов, ме-

дикобиологических сигналов, старых звукозаписей, гидроакустических сигналов.

Слово «сепстр» (cepstrum), является анаграммой слова «спектр» (spectrum),

впервые ввели Богерт, Хили и Тьюки [1] в 1963 г.. Шафер[2] в 1969 г. рассмат-

ривал «комплексный сепстр». Похожее слово «кепстр» (kepstrum) ввели Силвиа

и Робинсон [3] в 1978 г. С другой стороны термин «кепстр» связывают с именем

Колмогорова, которым был предложен специальный степенной ряд для обра-

ботки регулярных стационарных случайных процессов [4], первые буквы слова

«kepstrum» могут быть расшифрованы как «Kolmogorov-equation power- series

time response», хотя термин «кепстр» в работах Колмогорова не упоминается

(см. [5]).

Системой называется преобразование, которое переводит входящий сигнал

x(n) в выходящий сигнал y(n). Система называется инвариантной по времени

n, если сигналу x(n− k) соответствует сигнал y(n− k), где k любое положитель-

ное или отрицательное целое число. Линейная, инвариантная по времени система
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(LTI) называется BIBO (bounded input bounded output, ограниченный вход- огра-

ниченный выход) стабильным, если из ограниченности последовательности x(n)

следует ограниченность последовательности y(n) ([6], [7]).

z-преобразование дискретного сигнала x(n) называется степенной ряд

f(z) =

+∞∑
n=−∞

x(n)z−n

где z – комплексное переменное.

LTI система является BIBO стабильной тогда и только тогда, когда область

сходимости z-преобразования f(z) содержит единичную окружность( [7]).

Допустим, что log f(z) имеет сходящийся степенной ряд вида

log f(z) =

+∞∑
n=−∞

dn(r, f)z
−n, z = reiθ, r1 < |z| < r2,

где

dn(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0

log f
(
reiθ

)
e−inθdθ

Определение 1.1. Последовательность dn(r, f) (r1 < r < r2) назовем обобщен-

ным комплексным кепстром.

Если область сходимости r1 < |z| < r2 содержит единичную окружность, т.е.

r1 < 1 < r2, то последовательность dn(1, f) называется комплексным кепстром.

Обычно в применениях 1
2π

∫ 2π

0
arg f

(
reiθ

)
e−inθdθ игнорируется и рассматри-

вается только последовательность

cn(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0

log
∣∣f (reiθ)∣∣ e−inθdθ

Определение 1.2. Последовательность cn(r, f)(r1 < r < r2) назовем обобщен-

ным реальным кепстром.

Если область сходимости r1 < |z| < r2 содержит единичную окружность,

т.е. r1 < 1 < r2, то последовательность cn(1, f) называется реальным кепстром.

В случае, когда z-преобразование f(z) дискретного сигнала x(n) является ра-

циональной функцией, Опенгеймом и Шафером [6], получены формулы для

кепстра f(z) и оценки для кепстральных коэффициентов. Комплексный сепстр

определяется формулой Cc = F−1{logF{f}} или формулой Cc = F{logF{f}},
где F преобразование Фурье. Реальный сепстр определяется формулой Cr =

F−1{log |F{f}|} или формулой Cr = F{log |F{f}|}.
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Определение 1.3. Если f спектр входного сигнала, то при v < 0 интеграл

H(x, v, f) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixu log f(u+ iv)du

назовем обобщенным комплексным сепстром. При v = 0 интеграл называется

комплексным сепстром.

Определение 1.4. Если f спектр входного сигнала, то при v < 0 интеграл

H(x, v, f) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixu log |f(u+ iv)|du

назовем обобщенным реальным сепстром. При v = 0 интеграл называется ре-

альным сепстром.

В настоящей статье предлагаются универсальные методы нахождения обоб-

щенного кепстра и сепстра (в частности кепстра и сепстра), формулы их вычис-

ления по предыдущим значениям.

2. Кепстр

Так называемый «Метод рядов фурье для целых и мероморфных функций»,

основанный на использовании ряда Фурье для ln
∣∣f (reiϑ)∣∣ как функции от ϑ

систематически применяется, начиная с 60-х годов прошлого столетия Рубелем,

Тейлором [8], а затем многими другими математиками. Метод основан на следу-

ющей лемме, полученной Неванлинной в 1923 году.

Лемма 2.1. Пусть f мероморфная в круге {z : |z| < R} функция. f(0) =

1, {av} , {bµ} -последовательности нулей и полюсов функции f и

log f(z) =

∞∑
k=1

αkz
k

разложение в некоторой окрестности точки z = 0. Тогда для коэффициентов

Фурье(обобщенного реального кепстра)

ck(r) ≡ ck(r, f) =
1
2π

∫ 2π

0
ln
∣∣f (reiϑ)∣∣ e−ikϑdϑ

справедливы формулы

c0(r) =
∑

|av|≤r

log
r

|av|
−
∑

|bµ|≤r

log
r

|bµ|
,

(2.1)

ck(r) =
1

2
αkr

k +
1

2k

∑
|av|≤r

((
r

av

)k

−
(
av
r

)k
)

− 1

2k

∑
|bµ|≤r

((
r

bµ

)k

−
(
bµ
r

)k
)

при k ≥ 1 и ck = c−k при k ≤ −1.
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Пусть {av}-последовательность комплексных чисел, 0 < |av| ≤ |av+1| → ∞.

Положим φv = arg av, 0 ≤ φv < 2π. При целых k определим характеристики

nk (r, {av}) =
∑

|av|≤r

e−ikφν , Nk (r, {av}) =
∫ r

0

nk (t, {av})
t

dt.

Одно из доказательств леммы основано на вычислении коэффициентов Фурье

dk(r, f) функции log f
(
reiθ

)
(обобщенного комплексного кепстра)

dk(r, f) =
1

2π

∫ π

−π

log f
(
reiθ

)
e−ikθdθ.

Доказывается, что при k ≥ 1

(2.2)

dk(r, f) = −1

k
(n0 (r, {aν})− n0 (r, {bµ}))+αkr

k +
1

k

∑
|aν |<r

(
r

aν

)k

− 1

k

∑
|bµ|<r

(
r

bµ

)k

и при k ≤ −1

(2.3) dk(r, f) = −1

k
(n0 (r, {av})− n0 (r, {bµ})) +

1

k

∑
|av|<r

(
r

av

)k

− 1

k

∑
|bµ|<r

(
r

bµ

)k

(см.[8], [9])). Из равенства

ck(r, f) =
dk(r, f) + d−k(r, f)

2

получаются формулы (2.1).

В [9] установлены в некотором смысле обратные формулы для коэффициентов

Фурье ck(r, f). Справедлива следующая лемма:

Лемма 2.2. Пусть f мероморфная в круге {z : |z| < R} функция. f(0) =

1, {av} , {bµ} -последовательности нулей и полюсов функции f . Тогда при 0 <

r < R справедливо равенство

ck(r) = Nk(r) + k2
∫ r

0

dt

t

∫ t

0

ck(τ)

τ
dτ,

где Nk(r) = Nk (r, {av})−Nk (r, {bv}).
При δ > 0 справедливы оценки

|ck(r)| ≤
|ck((1 + δ)r)|
(1 + δ)|k|

+
1

|k|+ 1
(n((1 + δ)r, f) + n((1 + δ)r, 1/f))

|ck(r)| ≤
1

(1 + δ)|k|
1

2π

∫ 2π

0

| ln |f
(
(1 + δ)reiϑ

)
||dϑ+

+
1

|k|+ 1
(n((1 + δ)r, f) + n((1 + δ)r, 1/f))

где n(r, f) ≡ n0 (r, {bµ}) и n(r, 1/f) ≡ n0 (r, {aν}).
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Доказательство этих неравенств аналогичны случаю δ = 1 в [9].

Последние оценки являются обобщениями оценок, используемых в теории

цифровой обработки сигналов при r = 1 ([6]).

Следующая лемма также доказана в [9].

Лемма 2.3. Пусть f мероморфная функция порядка ρ, f(0) = 1, {av} , {bµ} по-

следовательности нулей и полюсов функции f . Тогда при k > ρ коэффициенты

Фурье имеют вид

(2.4) ck(r, f) =
1

2k

 ∑
|bµ|>r

(
r

bµ

)k

−
∑

|aν |>r

(
r

aν

)k

+
∑

|bµ|≤r

(
bµ
r

)
−
∑
aν≤r

(
aν
r

)
Сделаем дополнение к этой лемме. По теореме Адамара для мероморфных

функций, если f мероморфная функция порядка ρ(ρ < ∞), [ρ] = q, f(0) = 1, с

нулями и полюсами {aν} , {bµ}, то

f(z) = exp

{
Pq(z)

∏∞
v=1E (z/av, q)∏∞
v=1E (z/bµ, q)

}
,

где Pq(z) = sqz
q+sq−1z

q−1+ · · ·+s1z многочлен, степень которой не превосходит

q и

E(u, q) = (1− u) exp

{
u+

u2

2
+ · · ·+ uq

q

}
первичный множитель Вейерштрасса.

Отсюда получаем, что в окрестности z = 0 имеет место разложение

log f(z) =

∞∑
k=1

αkz
k,

где

αk =

{
sk, k = 1, . . . , q

− 1
k

∑
v a

−k
v + 1

k

∑
v b

−k
v , k = q + 1, q + 2, . . .

Следовательно, при k = 1, . . . , q коэффициенты Фурье можно вычислить по фор-

муле

ck(r, f) =
1

2
skr

k +
1

2k

∑
|av|≤r

((
r

av

)k

−
(
av
r

)k
)

− 1

2k

∑
|bµ|≤r

((
r

bµ

)k

−
(
bµ
r

)k
)
.

В качестве примера рассмотрим гамма функцию Эйлера, которую можно пред-

ставить в виде

Γ(z + 1) =
e−γz∏∞

v=1E(−z/v, 1)
19
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где γ− постоянная Эйлера. Для этой функции

αk =


−γ при k = 1

(−1)k

k

∞∑
v=1

1

vk
при k > 1

По лемме 2.1 будем иметь

c0(r,Γ) = −
∑
v≤r

log
r

v
,

c1(r,Γ) = −1

2
γr +

1

2

∑
v≤r

( r
v
− v

r

)
,

ck(r,Γ) =
(−1)k

2k

∑
v>r

( r
v

)k
−
∑
v≤r

(v
r

)k при k > 1.

Полагая в последних формулах r = 1, получим следующие формулы для кепстра

c0(1,Γ) = 0, c1(1,Γ) = −1

2
γ

ck(1,Γ) =
(−1)k

2k

∞∑
v=1

1

vk
=

(−1)k

2k
ζ(k) при k > 1,

где ζ - дзета функция Римана.

В теории цифровой обработки сигналов очень часто встречаются последова-

тельности x(n), z-преобразование которых является рациональной функцией ви-

да (например, если x(n)-сумма комплексных экспоненциальных последователь-

ностей)

H(z) = Bzp
∏N

v=1 (z − av)∏M
µ=1 (z − bµ)

где B-положительное постоянное, p-целое число, aν и bµ-комплексные числа.

Вычислим коэффициенты Фурье функций log f, log |f | и как следствие полу-

чим формулы для кепстральных коэффициентов.

Рассмотрим функцию

H1(z) =
H(z)

Bzp

∏M
µ=1 (−bµ)∏N
v=1 (−av)

.

Имеем

H1(z) =

∏N
v=1 (1− z/av)∏M
µ=1 (1− z/bµ)

и в окрестности нуля

lnH1(z) =

∞∑
k=1

1

k

(
M∑
µ=1

b−k
µ −

N∑
v=1

a−k
v

)
zk.

20
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Поскольку

dk(r,H) = dk (r,H1)−
|p|
k

следовательно, по формулам (2.2), (2.3) будем иметь: при k ≥ 1

dk(r,H) = −|p|
k

− 1

k
(n0 (r, {av})− n0 (r, {bµ})) +

rk

k

(
M∑
µ=1

b−k
µ −

N∑
v=1

a−k
v

)

+
1

k

∑
|av|<r

(
r

av

)k

− 1

k

∑
|bµ|<r

(
r

bµ

)k

при k ≤ −1

dk(r,H) = −|p|
k

− 1

k
(n0 (r, {av})− n0 (r, {bµ})) +

1

k

∑
|av|<r

(
r

av

)k

− 1

k

∑
|bµ|<r

(
r

bµ

)k

.

В частном случае r = 1 из последних формул получаются формулы Опенгейма

и Шафера [6].

Так как ck(r,H) = ck (r,H1) при k ̸= 0, то применяя формулы (2.1), получим

c0(r,H) = c0 (r,H1) + lnB +

N∑
v=1

ln |av| −
M∑
µ=1

ln |bµ|+ p ln r

c0(r,H) =
∑

|av|⩽r

log
r

|av|
−
∑

|bµ|⩽r

log
r

|bµ|
+ lnB +

N∑
k=1

ln |ak| −
M∑
k=1

ln |bk|+ p log r

при k ̸= 0

ck(r,H) =
1

2k
rk

(
M∑
µ=1

b−k
µ −

N∑
v=1

a−k
v

)

+
1

2k

∑
|av|≤r

((
r

av

)k

−
(
av
r

)k
)

− 1

2k

∑
|bµ|≤r

((
r

bµ

)k

−
(
bµ
r

)k
)
.

При k ̸= 0 для вычисления коэффициентов ck(r,H) можно было применить лем-

му 2.3 и представить их в виде формулы (2.4).

Если все нули и полюсы функции H находятся в единичном круге для кеп-

стральных коэффициентов, получаем формулы

ck(1, H) =
1

2k

M∑
i=1

b̄kı − 1

2k

N∑
i=1

ākı , k ̸= 0

c0(1, H) = lnB

z-преобразованием дискретного сигнала x(n) = an cos (ω0n) является функция

H(z) =
z2 − az cosω0

z2 + a2 − 2az cosω0
, |z| > |a|.

21



Г. В. МИКАЕЛЯН, В. Г. МИКАЕЛЯН

Замечая, что

H(z) =
z (z − a cosω0)

(z − aeiω0) (z − ae−iω0)
,

из предыдущих формул получаем при |a| < 1

ck(1, H) =
1

k
āk cos kω0 −

1

2k
āk cosk ω0, k ̸= 0,

c0(1, H) = 0.

3. Сепстр

Справедливы следующие теоремы (см.[10], [11]).

Теорема 3.1. Пусть отличная от постоянной функция f мероморфна в ниж-

ней полуплоскости G = {w : Imw < 0}, аналитична в окрестности бесконечно

удаленной точки и f(∞) = 1. Пусть

exv0

i
√
2πx

∫ +∞

−∞
e−ixu f

′ (u+ iv0)

f (u+ iv0)
du = h(x), v0 < min

k
vk, v0 < min

k
qk, x ̸= 0

Тогда h(x) не зависит от v0, равен нулю при x > 0 и при любом v < 0 справед-

ливы следующие формулы для обобщенного реального и комплексного сепстра

Ω(x, v, f) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixu log |f(u+ iv)|du =

1

2

(
e−xvh(x) + exvh(−x)

)
−

−
√
2π

x

∑
vk<v

e−ixuk sh (x (vk − v)) +

√
2π

x

∑
qk<v

e−ixpk sh (x (qk − v))(3.1)

H(x, v, f) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixu log f(u+ iv)du =

= e−xv

{
−
√
2π

x

∑
vk<v

e−ixwk +

√
2π

x

∑
qk<v

e−ixrk + h(x),

}
,

где {wk}∞k=1 = {uk + ivk}∞k=1 последовательность нулей а {rk}∞k=1 = {pk + iqk}∞k=1

последовательность полюсов функции f .

Теорема 3.2. Пусть отличная от постоянной функция f мероморфна в обла-

сти G, аналитична в окрестности бесконечно удаленной точки и f(∞) = 1.

Тогда при v → 0 справедлива формула

1

2π

∫ +∞

−∞
log |f(u+ iv)|du =

∑
vk<v

(v − vk) +
∑
qk<v

(v − qk) +O(1), v < 0

где vk и qk мнимые части соответственно нулей и полюсов функции f (инте-

грал следует понимать в смысле главного значения).
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Пусть последовательности нулей и полюсов функции f удовлетворяют усло-

виям

(3.2)
∞∑
k=1

|vk| < +∞,

∞∑
k=1

|qk| < +∞.

Следствие 3.1. Если последовательности нулей и полюсов функции f удовле-

творяют условиям (3.2), то

lim
v→0

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixu log |f(u+ iv)|du =

1

2
(h(x) + h(−x))−

−
√
2π

x

∑
vk<0

e−ixuk sh (xvk) +

√
2π

x

∑
qk<0

e−ixpk sh (xqk)(3.3)

Доказательство. Обозначим через n(v) количество нулей функции f в по-

луплоскости {w : Imw < v}.
Из условий (3.2) следует, что lim

v→0
vn(v) = 0. Переходя к пределу при v → 0 в

равенстве∑
vk<v

e−ixuk sh (x (vk − v)) = ch(xv)
∑
vk<v

e−ixuk sh (xvk)− sh(xv)
∑
vk<v

e−ixuk ch (xvk)

и в аналогичном равенстве для полюсов, получаем формулу (3.3).

Из условия f(∞) = 1 следует, что в окрестности бесконечно удаленной точки

справедливо разложение

f(w) = 1 +

∞∑
k=1

ck
wk

Отсюда следует,что

log f(w) =
φ(w)

w
, где φ(w) = O(1) при w → ∞.

Следствие 3.2. Если функция f мероморфна в полуплоскости G = {w : Imw ≤
0} и в окрестности бесконечно удаленной точки f(w) = 1 + φ(w)

wk , k > 1, то

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixu log |f(u)|du =

1

2
(h(x) + h(−x))−

−
√
2π

x

∑
vk<0

e−ixuk sh (xvk) +

√
2π

x

∑
qk<0

e−ixpk sh (xqk) .

Доказательство. Справедлива оценка

|f(u+ iv)| ≤ c

|u|k
при |u| > δ(δ > 0), k > 1,

где с - постоянная.
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Далее, если u0 действительный корень функции f порядка k ≥ 1, то

f(w) = (w − u0)
k
ψ(w),

log |f(w)| = k log |w − u0|+ log |ψ(w)|,

где Ψ(u0) ̸= 0.

Обозначая через γ(ε) полуокружность
{
w : w − u0 = εeiϑ, Imw < 0

}
будем иметь∫

γ(ε)

e−ixw log |f(w)|dw ≤ O(1)ε log
1

ε

Рассмотрим функцию f(w) = 1 + A
w , где A - постоянная. Так как∫ +∞

−∞
e−ixu log

∣∣∣∣1 + A

u+ iv

∣∣∣∣ du =
1

2

∫ +∞

−∞
e−ixu log

(u+A)2 + v2

u2 + v2
du =

= 2
1− eixA

ix

∫ +∞

0

u sin(ux)

u2 + v2
du, x > 0

то вычисляя последний интеграл при v < 0 получаем∫ +∞

−∞
e−ixu log

∣∣∣∣1 + A

u+ iv

∣∣∣∣ du = 2πi
1− eixA

x
e−|xv|, x ̸= 0.

Таким образом, в данном случае реальный сепстр не существует , а обобщенный

сепстр существует.

Пусть {wk}∞1 = {uk + ivk}∞1 -последовательность комплексных чисел, 0 < |vk+1| ≤
|vk| → 0. Положим

nx (v, {wk}) =
∑
vk<v

e−ixuk , Nx (v, {wk}) =
∫ v

−∞
nx (t, {wk}) dt

Пусть теперь {wk}∞k=1 = {uk + ivk}∞k=1 последовательность нулей а {rk}∞k=1 =

{pk + iqk}∞k=1 последовательность полюсов функции f . Обозначим

Nx(v) = Nx (v, {wk})−Nx (v, {rk}) .

Справедлива следующая теорема представления преобразования Ω(x, v, f).

Теорема 3.3. Пусть отличная от постоянной функция f мероморфна в ниж-

ней полуплоскости G = {w : Imw < 0}, аналитична в окрестности бесконечно

удаленной точки и f(∞) = 1. Тогда справедливо представление

(3.4) Ω(x, v, f) = x2
∫ v

−∞
dt

∫ t

−∞
Ω(x, τ)dτ −

√
2πNx(v).
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Доказательство. Имеем∑
vk<v

e−ixuk sh (x (vk − v)) =

∫ v

−∞
shx(t− v)dnx (t, {wk}) =

= −x
∫ v

−∞
chx(t− v)nx (t, {wk}) dt = −x

∫ v

−∞
chx(t− v)dNx (t, {wk}) =

= −xNx (v, {wk}) + x2
∫ v

−∞
shx(t− v)Nx (t, {wk}) dt

Следовательно, из формулы (3.1) вытекает представление

Ω(x, v, f) =
√
2πNx(v)− x

√
2π
∫ v

−∞Nx(t) shx(t− v)dt+ 1
2

(
e−xvh(x) + exvh(−x)

)
.

Обозначим

Φx(v) = x
∫ v

−∞Nx(t) shx(t− v)dt.

Тогда для производных этой функции справедливы равенства

Φ′
x(v) = −x2

∫ v

−∞Nx(t) chx(t− v)dt,

Φ′′
x(v) = −x2Nx(v) + x3

∫ v

−∞Nx(t) shx(t− v)dt,

Φ′′
x(v) = −x2Nx(v) + x2Φx(v).

Таким образом

(3.5) Φx(v) = Nx(v) +
1

x2
Φ′′

x(v)

и

(3.6) Ω(x, v, f) =
√
2πNx(v)−

√
2πΦx(v) +Hx(v),

где Hx(v) =
1
2

(
e−xvh(x) + exvh(−x)

)
.

Из (3.5) и (3.6) имеем

Ω(x, v, f) = − 1
x2

√
2πϕ′′x(v) +Hx(v)

или
√
2πΦ′′

x(v) = x2Hx(v)− x2Ω(x, v, f).

Отсюда получаем равенство
√
2πϕ′x(v) =

x

2
exvh(−x)− x2

∫ v

−∞
Ω(x, t, f)dt

Интегрируя еще раз, при x > 0 будем иметь

(3.7)
√
2πϕx(v) =

1

2
exvh(−x)− x2

∫ v

−∞

∫ t

−∞
Ω(x, t, f)dt.

Из (3.6) и (3.7) получается представление (3.4).

Рассмотрим теперь следующий важный для применений пример. Пусть f(w) =
p(w)
q(w) рациональная функция, где p и q полиномы, f(∞) = 1. Имеем f ′(w)

f(w) =
p′(w)
p(w) − q′(w)

q(w) .
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Пусть a1, . . . , an нули полинома p порядков α1, . . . , αn а b1, . . . , bm нули поли-

нома q порядков β1, . . . , βm. Тогда
p′(w)

p(w)
=

α1

w − a1
+ · · ·+ αn

w − an

q′(w)
q(w) = β1

w−b1
+ · · ·+ βm

w−bm
. При x < 0, v0 < minαk вычисляя интеграл

exv0

i
√
2πx

∫ +∞

−∞
e−ixu

n∑
k=1

αk

u+ iv0 − ak
du =

exv0

i
√
2πx

n∑
k=1

αke
−ixRe ak×

×
∫ +∞

−∞
e−ixu αk

u+ i (v0 − Ima ak)
=

√
2π

x

n∑
k=1

αke
−ixak

при x < 0 получим

(3.8) h(x) =

√
2π

x

(
n∑

k=1

αke
−ixak −

m∑
k=1

βke
−ixbk

)
.

По формуле (3.1) теоремы 3.1 в силу (3.8) при x < 0 имеем

Ω(x, v, f) =

√
2π

2x

(
n∑

k=1

αke
−ixak −

m∑
k=1

βke
−ixbk

)
−

√
2π

x

∑
vk<v

e−ixuk sh (x (vk − v))

+

√
2π

x

∑
qk<v

e−ixpk sh (x (qk − v))(3.9)

где ak = uk+ivk, bk = pk+iqk соответственно нули полиномов p и q, и в последних

двух суммах участвуют те из них, которые лежат в нижней полуплоскости.

В силу (3.3) при x < 0 имеем также

lim
v→0

1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ixu log |f(u+ iv)|du =

√
2π

2x

(
n∑

k=1

αke
−ixak −

m∑
k=1

βke
−ixbk

)

−
√
2π

x

∑
vk<0

e−ixuk sh (xvk) +

√
2π

x

∑
qk<0

e−ixpk sh (xqk)(3.10)

По формулам (3.9) и (3.10) для функции

H(z) =
z2 − az cosω0

z2 + a2 − 2az cosω0
≡ z (z − a cosω0)

(z − aeiω0) (z − ae−iω0)

можно вычислить Ω(x, v,H) и limv→0 Ω(x, v,H) при всех ω0 и a.

В частности, при 0 < ω0 < π, a > 0

lim
v→0

Ω(x, v,H) =

√
2π

2x

(
1 + e−ixa cosω0

)
−

√
2π

x
e−ixaeiω0

при ω0 = 0 и Imα < 0

lim
v→0

Ω(x, v,H) =

√
2π

2x

(
1− e−ixā

)
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при ω0 = 0 и Imα ≥ 0

lim
v→0

Ω(x, v,H) =

√
2π

2x

(
1− e−ixa

)
.

Замечание. Из условия f(∞) = 1 следует, что в окрестности бесконечно уда-

ленной точки справедливо разложение

f(w) = 1 + φ(w)
wk , k ≥ 1, φ(∞) = φ∞ ̸= 0.

Тогда
f ′(w)

f(w)
=

Φ(w)

wk+1
,Φ(∞) = −kφ∞

и при x < 0 справедлива оценка

|h(x)| ≤ exv0√
2π|x|

max
−∞<u<+∞

|Φ (u+ iv0)|
∫ +∞

−∞

du

|u+ iv0|k+1
=

=
exv0

√
2π|x| |v0|k

max
−∞<u<+∞

|Φ (u+ iv0)|
2k−1Γ2(k/2)

(k − 1)!

где Г-гамма функция Эйлера.
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