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1. Введение

Пусть Lp(Γ, w), где Γ либо R либо R± := {±x > 0 ; x ∈ R} лебегово простран-

ство с весом w с нормой

∥f∥p,w :=

∫
Γ

|f(t)|pw(t)p|dt|

1/p

.

Предполагается, что w ∈ Ap(Γ), 1 < p < ∞, т.е. w удовлетворяет условию Ма-

кенхаупта

σ(p, w) := sup
I

 1

|I|

∫
I

w(x)pdx

1/p  1

|I|

∫
I

w(x)−qdx

1/q

< ∞,

где q = p/(p−1), I пробегает множество всех ограниченных интервалов Γ, а |I| –

длина интервала I.

Хорошо известно (см. [1]), что сингулярный интегральный оператор

(Sy)(t) := lim
ε→0

1

πi

∫
Γ\(t−ε,t+ε)

y(τ)

τ − t
dτ, t ∈ R,

является линейным ограниченным оператором отображающим Lp(R, w) на себя.

Оператор S является инволюцией и определяет проекторы P± = 1
2 (I ± S) (I –
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тождественный оператор) и соответствующее разложение

Lp(R, w) = L+
p (R, w)⊕ L−

p (R, w), где L±
p (R, w) := P±Lp(R, w).

Условимся о следующих обозначениях. Если X линейное пространство, то через

Xn (Xn×n) будем обозначать линейное пространство всех n× 1 векторов (n× n

матриц) с компонентами из X. Если X и Y банаховы пространства, а A : X → Y

линейный оператор, то оператор diag(A, . . . , A) := Xn → Y n мы также будем обо-

значать через A, т.е. действие A на Xn понимается покомпонентно. Через m(a)

мы обозначаем оператор умножения на матриц-функцию a ∈ (L∞(R))n×n, т.е.

m(a) : (Lp(R, w))n → (Lp(R, w))n действует по формуле (m(a)y)(x) = a(x)y(x),

x ∈ R.

Множество весов w из Ap(R) обладающих свойством симметрии w(−x) = w(x),

x ∈ R, будем обозначать через Ap,s(R). Поскольку весовая функция w ∈ Ap(R+)

по симметрии может быть продолжена на R, и это продолжение принадлежит

Ap(R), то между Ap(R+) и Ap,s(R) существует взаимно однозначное соответ-

ствие. В дальнейшем вес из Ap(R+) и его симметрическое продолжение на R
мы будем обозначать одной и той же буквой. Заметим, что (см., например, [2])

множество степенных весов, принадлежащих Ap,s(R), имеет вид

(1.1) w(ξ) = γ|ξ + i|µ∞ |ξ|µ0

m∏
j=1

|ξ2 − β2|µj , ξ ∈ R,

где γ, β1, . . . , βm > 0, µ0, µ1, . . . , µm ∈
(
−1/p, 1/q

)
и µ := µ∞+µ0+2(µ1+· · ·+µm) ∈(

−1/p, 1/q
)

Очевидно, что оператор отражения J : Lp(R, w) → Lp(R, w) действу-

ющий по формуле (Jy)(x) = y(−x) в случае w ∈ Ap,s(R) является ограниченным.

Через PC(Ṙ) будем обозначать алгебру всех ограниченных кусочно-непрерывных

функций на Ṙ = R ∪ {∞}. Другими словами f ∈ PC(Ṙ) тогда и только тогда,

когда f ∈ L∞(R) и в каждой точке x0 ∈ Ṙ существуют односторонние пределы

f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x), f(x0 + 0) = lim
x→x0+0

f(x)

В частности f(∞± 0) := f(∓∞) = lim
x→∓∞

f(x). Условимся также вместо f(0± 0)

пользоваться обозначением f(±0).

Пусть X и Y банаховы пространства, A : X → Y линейный ограниченный опе-

ратор. Если образ imA замкнут в Y , а ядро kerA и коядро Y /imA конечномерны,

то говорят что оператор A является оператором Фредгольма.

Сингулярный интегральный оператор

V(a±) = (m(a+)P+ +m(a−)P−) : (Lp(R, w))n → (Lp(R, w))n
4
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является ограниченным как только w ∈ Ap(R), a± ∈ (L∞(R))n×n. Соответствен-

но сингулярный интегральный оператор с отражением K(a±, b±) = V(a±) +

V(b±)J : (Lp(R, w))n → (Lp(R, w))n является ограниченным как только w ∈
Ap,s(R), a±, b± ∈ (L∞(R))n×n. Теория Фредгольма сингулярных интегральных

операторов V(a±) в случае кусочно непрерывных коэффициентов в простран-

ствах Лебега со степенным весом достаточно полно изложена в работах [3]-[5].

Операторы K(a±, b±) являются частным классом сингулярных интегральных

операторов со сдвигом, теория которых изложена в работах [6]-[10].

Теория Фредгольма оператора K(a±, b±) тесно связанна с теорией Фредгольма

оператора без сдвига V(c±), где

(1.2) c+(x) =

(
a+(x) b+(x)
b−(−x) a−(−x)

)
, c−(x) =

(
a−(x) b−(x)
b+(−x) a+(−x)

)
, x ∈ R,

Действительно (см. [9]) справедливо тождество

(1.3)
(

I J
I −J

)
V(c±)

(
I I
J −J

)
= 2

(
K(a±, b±) 0

0 K(a±,−b±)

)
В силу этого тождества из фредгольмовости оператора V(c±) следует фред-

гольмовость оператора K(a±, b±). В работе [9] приведён пример, когда обратное

утверждение не имеет место. Тем не менее в случае n = 1, кусочно непрерывных

на R \ {0} и непрерывных в точках x = 0 и x = ∞ (т.е. в неподвижных точках

сдвига) коэффициентов эти операторы либо фредгольмовы одновременно либо

одновременно не фредгольмовы (см., например, [8]).

В работе [2], исследования оператора K(a±, b±) сводится к исследованию неко-

торого теплицева оператора действующего в пространстве (L+
p (R, w∗))4n, где вес

w∗ ∈ Ap,s(R) определён по формуле

(1.4) w∗(x) = 2−
1/p |x|−

1/2p w(
√
|x|).

Теория Фредгольма теплицевых операторов в случае произвольного веса w ∈
Ap(R) построена в работах [11]-[12]. На основе этой теории, в работе [2] получен

критерий фредгольмовости оператора K(a±, b±) в терминах весовой функции

w∗, матриц-функций c± и

(1.5) c(x) = (c−(x))
−1c+(x).

В данной работе получен критерий фредгольмовости оператора K(a±, b±) в

терминах исходного веса w ∈ Ap,s(R).
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В работе [2] получены необходимые и достаточные условия фредгольмовости

оператора V(c±). В случае степенных весов вида (1.1), в [2] получены необхо-

димые и достаточные условия при которых оператор K(a±, b±) фредгольмов, а

оператор V(c±) нет. В данной статье эти результаты распространены на случай

произвольных весов из Ap,s(R).

2. Вспомогательная лемма

Пусть 1 < p < ∞, w ∈ Ap(R). Как известно (см. [12, теорема 16.17]) каждое из

множеств

Ix(p, w) :=

{
λ ∈ R :

∣∣∣∣ξ − x

ξ + i

∣∣∣∣λ w(ξ) ∈ Ap(R)

}
, x ∈ R,

I∞(p, w) :=
{
λ ∈ R : |ξ + i|−λ

w(ξ) ∈ Ap(R)
}

является открытым интервалом длины не более чем 1 и содержащий λ = 0:

Ix(p, w) = (−ν−x (p, w), 1− ν+x (p, w)), (x ∈ Ṙ),

где 0 < ν−x (p, w) ≤ ν+x (p, w) < 1.

Пусть весовая функция w∗ определена по формуле (1.4). Заметим, что w∗

принадлежит Ap,s(R) (см. [2, Предложение 3.1]). Следующее утверждение играет

важное значение при доказательстве основных результатов.

Лемма 2.1. Пусть w ∈ Ap,s(R). Тогда число λ = 1/2 принадлежит множеству

I0(p, w
∗), а число λ = −1/2 множеству I∞(p, w∗).

Доказательство. Поскольку функции

w1(ξ) =

∣∣∣∣ ξ

ξ + i

∣∣∣∣1/2 w∗(ξ), w2(ξ) = |ξ + i|
1/2 w∗(ξ), ξ ∈ R

являются четными (wi(−ξ) = wi(ξ), ξ ∈ R, i = 1, 2), то достаточно убедиться, что

wi ∈ Ap(R+), i = 1, 2. Пусть 0 ≤ α < β < ∞, I = [α, β], I ′ = [
√
α,

√
β]. Учитывая

очевидные неравенства

1 ≤ x2 + 1√
x4 + 1

≤
√
2, x ∈ R

xs

|x+ i|s
≤ c1(β), |x+ i|s ≤ c2(β), s > 1, 0 ≤ x ≤

√
β,

где

c1(β) =

{
β

s/2, 0 ≤ β < 1
1, β ≥ 1

, c2(β) =

{ √
2, 0 ≤ β < 1

(β + 1)
s/2, β ≥ 1
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и сделав замену переменной x =
√
ξ, несложно убедиться, что 1

|I|

∫
I

ξ
p/2

|ξ + i|p/2
w∗(ξ)p dξ

1/p

=

1

(
√
β +

√
α)1/p

 1√
β −

√
α

√
β∫

√
α

xp

|x+ i|p
· |x+ i|p

|x2 + i|p/2
w(x)p dx


1/p

≤

√
2

(
√
β +

√
α)1/p

 1

|I ′|

√
β∫

√
α

xp

|x+ i|p
w(x)p dx


1/p

≤

√
2c1(β)

(
√
β +

√
α)1/p

 1

|I ′|

∫
I′

w(x)p dx

1/p

.(2.1)

Аналогично 1

|I|

∫
I

ξ−
q/2

|ξ + i|−q/2
w∗(ξ)−q dξ

1/q

=

 1

β − α

β∫
α

ξ−
q/2

|ξ + i|−q/2
· 2

q/p+1ξ
q/2p+

1/2w(
√
ξ)−q

2
√
ξ

dξ

1/q

=

1

(
√
β +

√
α)1/q

 1√
β −

√
α

√
β∫

√
α

x−q

|x+ i|−q
· |x+ i|−q

|x2 + i|−q/2
2q xq w−q(ξ) dξ


1/q

≤

2

(
√
β +

√
α)1/q

 1

|I ′|

√
β∫

√
α

(x+ i)q w(ξ)−q dξ


1/q

≤

2c2(β)

(
√
β +

√
α)1/q

 1

|I ′|

∫
I′

w(ξ)−q dξ

1/q

.(2.2)

Поскольку c(β)c2(β) ≤
√
2
√
β, из неравенств (2.1), (2.2) следует, что

σ(p, w1) =
4
√
β

(
√
β +

√
α)

σ(p, w) ≤ 4σ(p, w),

т.е. w1 ∈ Ap(R+).
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Перейдем теперь к доказательству второго утверждения. 1

|I|

∫
I

|ξ + i|p/2 w∗(ξ)p dξ

1/p

=

1

(
√
β +

√
α)1/p

 1√
β −

√
α

√
β∫

√
α

|x+ i|p · |x
2 + i|p/2
|x+ i|p

w(x)p dx


1/p

≤

c2(β)

(
√
β +

√
α)1/p

 1

|I ′|

∫
I′

w(x)p dx

1/p

.(2.3)

Кроме того 1

|I|

∫
I

|ξ + i|−−q/2 w∗(ξ)−q dξ

1/q

=

1

(
√
β +

√
α)1/q

 1√
β −

√
α

√
β∫

√
α

1

|ξ + i|q/2
2
q/p+1 ξ

q/2p+
1/2 w(ξ)−q dξ


1/q

=

1

(
√
β +

√
α)1/q

 1√
β −

√
α

√
β∫

√
α

xq

|x+ i|q
· |x+ i|q

|x2 + i|q/2
w(x)−q dx


1/q

≤

2
√
2c1(β)

(
√
β +

√
α)1/q

 1

|I ′|

∫
I′

w(x)−q dx

1/q

.(2.4)

Из неравенств (2.3) и (2.4) следует, что

σ(p, w2) ≤
4
√
β√

β +
√
α
σ(p, w) ≤ 4σ(p, w).

Лемма доказана. □

3. Фредгольмовость

Ниже мы предполагаем, что w ∈ Ap,s(R), a±, b± ∈ (PC(Ṙ))n×n, матрицы-

функции c± и c определены равенствами (1.2), (1.5), а весовая функция w∗ опре-

делена равенством (1.4). Будем пользоваться обозначениями: Em – единичная

матрица порядка m,

E′
2n =

(
0 En

En 0

)
, E′′

2n =

(
En 0
0 −En

)
,
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c′+(x) =

(
a+(x) −b+(x)

−b−(−x) a−(−x)

)
, c′− =

(
a−(x) −b−(x)

−b+(−x) a+(−x)

)
,

c′(x) = (c′−(x))
−1c′+(x)

Заметим, что матрицы-функции c′±, c′ играют ту же роль для оператора K(a±,−b±),

что c±, c для оператора K(a±, b±).

Обозначим через λj(x) (λ′
j(x)), j = 1, . . . , 2n, x ∈ R+ собственные значения

матрицы c−1(x−0)c(x+0) (c′ −1(x−0)c′(x+0)); через λj(0) (λ′
j(0)), j = 1, . . . , 2n,

собственные значения матрицы c(+0)E′
2n (c′(+0)E′

2n), а через λj(∞) (λ′
j(∞)),

j = 1, . . . , 2n, собственные значения матрицы c(+∞)E′
2n (c′(+∞)E′

2n). Матрицы-

функции c±, c, c′±, c′ связаны соотношениями

(3.1) c′±(x) = E′′
2nc±(x)E

′′
2n, c′(x) = E′′

2nc(x)E
′′
2n, x ∈ {0,∞} ∪ R+

Из этих соотношений следует, что

(3.2) λ′
j(x) = λj(x), x ∈ R+, j = 1, . . . , 2n.

Кроме того

c′(x)E′
2n = E′′

2nc(x)E
′′
2nE

′
2n = E′′

2n(−c(x)E′
2n)E

′′
2n

и потому

(3.3) λ′
j(0) = −λj(0), λ′

j(+∞) = −λj(+∞) j = 1, . . . , 2n.

Сформулируем ряд условий играющие важную роль в исследовании фредголь-

мовости операторов K(a±, b±), K(a±,−b±), V(c±).

(A) essinf
x∈R+

|det c−(x)| > 0;

(B) требования

(3.4) det c(x± 0) ̸= 0 и 1/2π arg λj(x) + ν /∈ Z

при всех x ∈ R+ и всех j = 1, . . . , 2n

справедливы для каждого ν ∈ [ν−x (p, w), ν+x (p, w)];

(B∗) требования (3.4) справедливо для каждого ν ∈
[
ν−x2(p, w

∗), ν+x2(p, w
∗)
]
;

(C) требования

(3.5) det c(+0) ̸= 0 и 1/2π arg λj(0) + ν − 1/2 /∈ Z при всех j = 1, . . . , 2n

справедливы для каждого ν ∈
[
1/2 ν−0 (p, w), 1/2 ν+0 (p, w)

]
;

(C∗) требования (3.5) справедливы для каждого ν ∈
[
ν−0 (p, w∗), ν+0 (p, w∗)

]
;
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(C′) требования

(3.6) det c(+0) ̸= 0 и 1/2π λj(0) + ν /∈ Z при всех j = 1, . . . , 2n

справедливы для каждого ν ∈
[
1/2 ν−0 (p, w), 1/2 ν+0 (p, w)

]
;

(C′
∗) требования (3.6) справедливы для каждого ν ∈

[
ν−0 (p, w∗), ν+0 (p, w∗)

]
;

(D) требования

(3.7) det c(+∞) ̸= 0 и 1/2π arg λj(+∞)− ν − 1/2 /∈ Z

при всех j = 1, . . . , 2n

справедливы для каждого ν ∈
[
1/2 ν−∞(p, w), 1/2 ν+∞(p, w)

]
;

(D∗) требования (3.7) справедливы для каждого ν ∈ [ν−∞(p, w∗), ν+∞(p, w∗)];

(D′) требования

(3.8) det c(+∞) ̸= 0 и 1/2π arg λj(+∞)− ν /∈ Z при всех j = 1, . . . , 2n

справедливы для каждого ν ∈
[
1/2 ν−∞(p, w), 1/2 ν+∞(p, w)

]
;

(D′
∗) требования (3.8) справедливы для каждого ν ∈ [ν−∞0(p, w∗), ν+∞(p, w∗)];

В работе [2] (Теоремы 4.3 и 4.5]) доказаны следующие утверждения.

Теорема 3.1. Оператор K(a±, b±) : (Lp(R, w))n → (Lp(R, w))n фредгольмов то-

гда и только тогда, когда одновременно выполнены условия (A), (B∗), (C∗), (D∗).

Теорема 3.2. Оператор V(c±) : (Lp(R, w))2n → (Lp(R, w))2n фредгольмов тогда

и только тогда когда одновременно выполнены условия (A), (B), (C), (C′), (D),

(D′).

Применяя теорему 3.2 к оператору K(a±, b±), из равенств (3.1)-(3.3) получим

Следствие 3.1. Оператор K(a±,−b±) : (Lp(R, w))n → (Lp(R, w))n фредгольмов

тогда и только тогда, когда одновременно выполнены условия (A), (B∗), (C′
∗),

(D′
∗).

Основная цель этой работы получить критерий фредгольмовости оператора

K(a±, b±) в терминах начальной весовой функции w. Убедимся в справедливости

следующего утверждения.

Теорема 3.3. Числа ν±x (p, w) и ν±x (p, w∗), x ∈ R+∪{0,∞} связаны следующими

соотношениями

ν±x2(p, w
∗) = ν±x (p, w), x ∈ R+(3.9)

10
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ν±0 (p, w∗) =
1

2
ν±0 (p, w),(3.10)

ν±∞(p, w∗) =
1

2
+

1

2
ν±0 (p, w).(3.11)

Доказательство. Из тождества (1.3) следует, что фредгольмовость оператора

V(c±) эквивалентно одновременной фредгольмовости операторов K(a±, b±) и

K(a±,−b±).

В тех точках x ∈ R+ где матрица-функция c(x) обратима и непрерывна имеем

λj(x) = 1 при всех j = 1, . . . , 2n. Поэтому требования 1/2π arg λj(x) + ν /∈ Z
автоматически выполнено при всех ν ∈ (0, 1).

Пусть матрица-функция c обратима и непрерывна в нуле. Из равенства c−1(0) =

E′
2nc(0)E

′
2n (см. [2, формула (4.17)]) следует, что (c(0)E′

2n)
2 = E2n и потому

{λ1(0), . . . , λ2n(0)} ⊂ {−1; 1}. Следовательно число 1/2π arg λj(0) + ν − 1/2 яв-

ляется целым лишь в случае λj(0) = 1 и ν = 1/2. Но из предложения 4.2 из [2]

следует, что 1/2 /∈
[
ν−0 (p, w∗), ν+0 (p, w∗)

]
∪ [ν−∞(p, w∗), ν+∞(p, w∗)]. По этой причине

условие (C∗) выполняется автоматически.

В случае когда ν ∈
[
1/2 ν−0 (p, w); 1/2 ν+0 (p, w)

]
имеем 0 < ν < 1/2 и потому

условия (C) и (C′) также выполняются автоматически.

Пусть теперь матрица-функция c обратима и непрерывна в x = ∞ (т.е. c(−∞) =

c(+∞)). Пользуясь формулой (4.18) аналогично как и в [2] получаем, что {λ1(+∞), . . . , λ2n(+∞)} ⊂
{−1; 1}. Повторяя рассуждения сделанные при x = 0 получаем, что условия (D∗),

(D), (D′) выполняются автоматически.

Пусть x0 ∈ R+. Рассмотрим частный случай когда n = 1, b± = 0, a− = 1 и

a+(x) =

{
1 при x ∈ [−x0, x0],
λ0 при x ∈ R \ [−x0, x0], λ0 ̸= 0.

В этом случае K(a±, b±) = K(a±,−b±) и поэтому K(a±, b±) и V(c±) фредголь-

мовы лишь одновременно. Несложно убедиться, что c(x) = E2 при x ∈ [−x0, x0]

и

c(x) =

(
λ0 0
0 1

)
при x ∈ R \ [−x0, x0].

Собственные значения матрицы c−1(x0 − 0)c(x0 + 0) = c(x0 + 0) совпадают с

λ1(x0) = λ0 и λ2(x0) = 1. Поскольку c(x) непрерывна в x = 0, x = +∞ и

на R+ \ {x0}, то оператор K(a±, b±) фредгольмов тогда и только тогда, когда
1/2π arg λ0(x)+ν /∈ Z при ν ∈

[
ν−
x2
0
(p, w∗), ν+

x2
0
(p, w∗)

]
, а оператор V(c±) фредголь-

мов тогда и только тогда, когда 1/2π arg λ0(x)+ν /∈ Z при ν ∈
[
ν−x0

(p, w), ν+x0
(p, w)

]
.

11
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Если отрезки
[
ν−
x2
0
(p, w∗), ν+

x2
0
(p, w∗)

]
и
[
ν−x0

(p, w), ν+x0
(p, w)

]
не совпадают, то су-

ществует ν0 которая принадлежит одному из этих множеств и не принадлежит

другому. Выбрав λ0 так, чтобы arg λ0 = 2π− 2πν0 мы получим, что один из опе-

раторов K(a±, b±) и V(c±) фредгольмов, а второй нет. Полученное противоречие

доказывает равенство (3.9).

Пусть теперь n = 1, b± = 0, a− = 1, a+ – отличная от нуля непрерывная на

R \ {0} функция и имеющая конечные пределы lim
x→−0

a+(x) = 1, lim
x→+0

a+(x) =

λ2
0, где λ0 ∈ C \ {0}. Для определённости будем считать, что значение arg λ0 в

интервале (0, 2π), равно 2πξ0, где 0 ≤ ξ0 < 1/2.

Матрица

c(+0)E′
2 =

(
0 λ2

0

1 0

)
имеет собственные значения λ1(0) = λ0, λ2(0) = −λ0. В силу теоремы 3.2 опе-

ратор V(c±) фредгольмов когда числа ξ0 + ν, ξ0 + ν − 1/2, ξ0 + ν + 1/2 не яв-

ляются целыми при всех ν ∈
[
1/2 ν−0 (p, w), 1/2 ν+0 (p, w)

]
. Заметим, что доста-

точно требовать эти условия только для первых двух чисел. Заметим также,

что условие ξ0 + ν − 1/2 ∈ Z эквивалентно тому, что ν = 1/2 − ξ0, а усло-

вие ξ0 + ν ∈ Z эквивалентно тому, что ν = 1 − ξ0, но 1 − ξ0 > 1/2, поэтому

1 − ξ0 /∈
[
1/2 ν−0 (p, w); 1/2 ν+0 (p, w)

]
. Таким образом, оператор V(c±) фредголь-

мов тогда и только тогда, когда

(3.12) 1/2− ξ0 /∈
[
1/2 ν−0 (p, w); 1/2 ν+0 (p, w)

]
.

В силу теоремы 3.1 оператор K(a±, b±) фредгольмов тогда и только тогда,

когда при ν ∈
[
ν−0 (p, w∗), ν+0 (p, w∗)

]
числа ξ0+ν−1/2 и ξ0+ν не являются целыми.

Очевидно, что эти числа одновременно не могут быть целыми. Из неравенства

−1/2 < ξ0 + ν − 1/2 < ν < 1 следует, что условие ξ0 + ν − 1/2 ∈ Z эквивалентно

ν = 1/2 − ξ0. Из неравенства 0 < ξ0 + ν < 3/2 следует, что если ξ0 + ν ∈ Z,

то ν = 1 − ξ0. Таким образом, оператор K(a±, b±) фредгольмов тогда и только

тогда, когда либо 1/2− ξ0 /∈
[
ν−0 (p, w∗), ν+0 (p, w∗)

]
, либо

1/2− ξ0 /∈
[
−1/2 + ν−0 (p, w∗),−1/2 + ν+0 (p, w∗)

]
.

Учитывая, что оператор K(a±, b±) = K(a±,−b±) фредгольмов тогда и только

тогда, когда фредгольмов оператор V(c±), нетрудно понять, что либо имеет место

равенство (3.10) либо ν±0 (p, w∗) = 1/2+ 1/2 ν±0 (p, w). Но во втором случае имеет

место

1− ν+0 (p, w∗) = 1/2− 1/2 ν+0 (p, w) < 1/2
12
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что противоречит утверждению Леммы 2.1. Таким образом справедивы равен-

ства (3.10).

Рассмотрим теперь случай, когда n = 1, b± = 0, a− = 1, a+ – отличная от

нуля непрерывная на R функция, имеющая конечные пределы lim
x→−∞

a+(x) = 1,

lim
x→+∞

a+(x) = λ2
0, где λ0 ∈ C \ {0}. Вновь будем считать, что значение arg λ0

в интервале [0, 2π) равно 2πξ0, где 0 ≤ ξ0 < 1/2. Из теоремы 3.2 следует, что

оператор V(c±) фредгольмов тогда и только тогда, когда

(3.13) ξ0 /∈
[
1/2 ν−∞(p, w); 1/2 ν+∞(p, w)

]
.

Повторяя рассуждения, проведенные при x = 0, несложно понять, что в силу

теоремы 3.1 оператор K(a±, b±) фредгольмов тогда и только тогда, когда либо

ξ0 /∈
[
ν−∞(p, w∗), ν+∞(p, w∗)

]
либо

ξ0 /∈
[
−1/2 + ν−∞(p, w∗),−1/2 + ν+∞(p, w∗)

]
.

Поскольку K(a±, b±) = K(a±,−b±), то операторы V(c±) и K(a±, b±) одновремен-

но фредгольмовы поэтому сравнивая последние два условия с (3.13) получим,

что либо ν±∞(p, w∗) = 1/2 + ν±∞(p, w), либо имеет место равенство (3.11). Но в

первом случае

−ν−∞(p, w∗) = −1/2− ν−∞(p, w) > −1/2

что противоречит утверждению Леммы 2.1. Теорема доказана. □

Заметим, что при справедливости формул (3.11) условие (D∗) принимает вид

(D′), а условие (D′
∗) принимает вид (D). Таким образом, из теоремы 3.1 и теоре-

мы 3.3 следует следующее утверждение.

Теорема 3.4. Оператор K(a±, b±) является оператором Фредгольма тогда и

только тогда, когда одновременно выполнены условия (A), (B), (C) и (D′).

Следствие 3.2. Оператор K(a±,−b±) является оператором Фредгольма тогда

и только тогда, когда одновременно выполнены условия (A), (B), (C′) и (D).

Теорема 3.5. Чтобы оператор K(a±, b±) был фредгольмовым и одновременно

оператор V(c±) не был фредгольмовым необходимо и достаточно чтобы были

выполнены условия (A), (B), (C) и (D′), а также
13
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(E) либо существуют j ∈ {1, . . . , 2n} и ν ∈
[
1/2 ν−0 (p, w); 1/2 ν+0 (p, w)

]
та-

кие, что число 1/2π arg λj(0) + ν является целым, либо существуют

j′ ∈ {1, . . . , 2n} и ν′ ∈
[
1/2 ν−0 (p, w); 1/2 ν+0 (p, w)

]
такие, что число

1/2π arg λj′(+∞)− ν′ − 1/2 является целым.

Эта теорема обобщает теорему 4.2 из [2], где рассмотрен случай степенных

весов вида (1.1), на случай произвольной весовой функции w ∈ Ap,s(R).

Список литературы
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[5] N. Krupnik, Banach Algebras with Symbol and Singular Integral Operators, Basel, Birkhäuser
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