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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Р. О. Амасян

Подбор оптимальных множителей подобия с учетом 
неоднородностей материалов модели и оригинала

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Г. Назаровым 7/ХН 1966)

В практике моделирования задача подбора материала ставится в 
двух формах. В первом случае по заданным множителям подобия 3 и 
7 требуется проверить подобие между материалом оригинала и про
веряемым материалом модели. Во втором случае имеются материалы 
как оригинала, так и модели. Задача подбора материала сводится к 
нахождению оптимальных значений множителей подобия р и 7.

Последняя задача легко разрешима в том случае, когда мате
риалы моделируются только по их предельным прочностям. В общем 
случае, когда материал моделируется по деформативным свойствам, 
задача усложняется тем, что ординаты сопоставляемых функций з'(е') 
и рз (7 г) из-за существования множителя 7 должны отвечать раз
личным абсциссам, что вносит специфические затруднения в отыска
нии наилучшего приближения между функциями а'(г') и рз (7г).

Задача подбора оптимальных множителей р и 7 при детермини
рованных функциях з' (:') и з (е) решена академиком А. Г. Назаро
вым (՛). Мы же решаем эту же задачу с учетом неоднородностей 
материалов модели и оригинала, рассматривая з' (з') и з (г) как слу
чайные, нестационарные функции. Для решения этой задачи мы вос
пользовались теорией оптимальных динамических систем (2).

Основная задача теории оптимальных систем, поставленная вы
ше, как задача приближения (аппроксимации) одной случайной функ
ции путем преобразования другой случайной функции, может быть 
сформулирована математически следующим образом.

Случайная функция а (е) наблюдается в некоторой области О 
изменения аргумента г. Требуется найти такой коэффициент Р, чтобы 
случайная функция

(е'> = р3 (з)
была насколько возможно более близкой к случайной функции з'(О 
в области [У изменения аргумента е' = 7г.

Для того чтобы эта задача приобрела точную количественную 
формулировку, необходимо установить, что следует понимать пол 
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каилучшей аппроксимацией функции. Здесь, как при всякой аппрок
симации одной ф\ пкции другой, можно дать различные определена я 
наилучшего приближения.

.Можно, например, наилучшим приближением считать такое, при 
котором в области I) изменения аргумента а вероятность получения 
разности между аппроксимируемой и аппроксимирующей функцией, 
большей по абсолютной величине некоторого заданного значения,1 
имела оы наименьшую величину. Вместо этого наилучшим приближе
нием можно считя1Ь такое, при котором математическое ожидание 
абсолютной величины разности между ординатами заданных функций, 
было бы минимальным.

Наконец, можно потребовать, чтобы условию минимума удов
летворяло бы математическое ожидание квадрата этой разности.

Перечисленным выше трем условиям наилучшего приближения 
функции з' (з ) к функции з։ (г') можно придать следующую матема
тическую форму: для обеспечения минимальной вероятности отклоне
ния, большого заданного е0, необходимо, чтобы

Р !13' (-') — (£')| > £о! = ппп; (1)
требование минимума математического ожидания абсолютной величи-9
яы разности з' (з') и о։ (г՛) означает выполнение условия:

/V! }|а' (е') — о։ (з')|) = пип. (2)
1(аконец, требование минимальной величины математического 

ожидания квадрата разности (требование минимума среднего квадра
тического отклонения) приводит к условию:

{|з'(=')-□; (<')]2} = т1п. (3)
Несмотря на различную математическую формулировку опти-9

мяльного приближения функции о' (з') к функции 3| (:') (можно бы
ло бы указать и другие возможные критерии наилучшей аппроксима
ции). физически все эти критерии близки между собой, так как их 
выполнение означает, что функция з' (з'). как правило, не сильно от- 9 _
клоняется от функции з։ (з'). Поэтому из большого числа возможных 
критерий необходимо выбрать наиболее простой; им является крите
рии минимума среднего квадратического отклонения. Кроме того, в9 
том случае, когда функции з' (з') и з։ (з') являются нормальными и 

| математическое ожидание разности з' (з ) а։ (з) равно нулю, это 
требование гарантирует одновременное выполнение также и условия 

рО) и (2), Действительно, если разность

4 (е) = У (е') - =>; (г') (4)
является нормальной величиной, обладающей нулевым математичес
ким ожиданием, то вероятность (1) выражается через з„ формулой:

Р(|3'(з')-з։ (з')|>з0) = 1



где Ф (л) — интегральная функция Лапласа, а математическое ожид,). 
пне (2) отличается от з„ только постоянным множителем:

ЛТ {(։'(։')-(։')|} = 1/ 4 ’*•

Оба эти выражения монотонно возрастают с ростом з,-, и поэтому цх 
минимум достигается одновременно с обращением в минимум з,,. Сле
довательно, нам необходимо определить множители 3 и 7 таким об
разом, чтобы выполнялось условие:

/J [о (s)| = /И {[□' (7е) рз (е)|2} = min. (5)
Для нахождения оптимальных значений множителей р и ; не-

д£|о(О1 d/JUMi ооходимо приравнять к пулю частные производные и ---- -֊֊’
др ^7

Выполнив дифференцирование и учитывая, что математическое 
ожидание производной от случайной функции равно производной от 
ее математического ожидания, получим:

= 2 w , _ 3, (.,£) , (г) + ?з2 (5)|, = 0 (6) 
др

иа гм 1|,-<,=> Й
<*7 I d֊ |

Из этих уравнений невозможно получить р и 7 в явном виде, 
поэтому для каждого конкретного случая установление условий ми
нимума должно быть проведено особо. Однако имеется и упрощен
ный метод определения оптимальных множителей р и 7.

Исходная идея этого метода заключается в следующем. Фикси* 
руются ориентировочные значения множителя 7 — 71э 72->։7л-

Тогда соответствующие значения 3։, 32---рл получим из равен
ства (6)

|gz (7/s) з (s) 
' Л/ |з» (:)] 

или, учитывая, что
|з' (73) з (з)| /И |У (7OI ;И |з (0| + А„. (6, s'), 

где А'55’ (е, е') — корреляционная функция связи

А,э. (е, s') = М |[з' (7s) — з'(7е)| [з (з) — з՜(Д |) 
окончательно получим:

Подстановка каждой пары р/7/ в равенстве (5) дает нам дис- 
Персию ошибки приближения одной случайной функции к другой- 
Поэтому из них мы принимаем ту пару значений р*7л, при которой 
/9 |* (г)| принимает наименьшее значение.
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