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МАТЕМАТИКА

Ф. С. Лисин

* Некоторые достаточные условия замкнутости системы полиномов
► в областях Каратеодори

г (Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном 19/Х 1966)

- Пусть В — ограниченная область плоскости комплексного пере
менного 2 х 4- /у, /1 (г) > 0, г - В — весовая функция в В (։); А„(В. //), 
4>0, класс функций / (г), регулярных в В и таких, что

н
Р множество всех полиномов (обыкновенных) от 
класс Л.. (В) функций, регулярных и ограниченных

2. Введем еще 
в В.

Пусть задана система (г)|о функций класса А(/(В,//), д >0.
Будем говорить, что система (?л (з)}п замкнута в классе А,, (В. И), 
если для любой функции / (г) £ А{1 (В, //)

п
- о.

к — ОВ
где нижняя грань берется но всевозможным системам чисел <0,
‘ п • 0

Систему 
из равенств

}(Г назовем полной в классе А(/ (В, /А.д >1. если

справедливых для некоторой функции / (с) £ А(1 (В, /А, следует, что 
Ш-О. 2^В.

А. Л. Шагинян ('՛) показал, что в классе А(1 (В. 1), </ 2,4. 6---. 
понятия полноты и замкнутости эквивалентны. Тем же методом до- 
называется

Л е м м а 1. В классе А(, (В, //), д 1. // (з) — вес в В, понятия 
полноты и замкнутости эквивалентны.

Пусть В область Каратеодори; А. Л. Шагинян (’’՝) нашел ряд 
достаточных условий полноты системы полиномов Р в классе Д2(£, А).*
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где А (г) = \И (г)|, П(г)(:А1(В. 1), I) (?) Ф 0, В (такой нес будем 
называть аналитическим), В частности, в этой работе показано, что 
если /9 (г) полином, то система полиномов полна в классе А2(/^, А).

Усиление этого результата и ряд других можно найти в моно
графии В. II. Смирнова и II. А. Лебедева (։).

В настоящей заметке даются некоторые критерии полноты сис
темы полиномов в классе (/?, А), ^^>0, Я — область Каратеодори, 
/1(2) аналитический вес. Из них, в частности, следуют критерии, 
указанные выше. Предварительно потребуются дне леммы.

.6 е м м а 2. Пусть В—любая ограниченная односвязная область, 
А (?) аналитический вес. Если система Р замкнута в класс} 
А,, (В, /1) Оля любого 1. то она замкнута в классе А.(В, /1)дл^ 
любого ''^>0.

Л е м м а 3. Пусть В область Каратеодори, А (?) любой вес^ 
функция °(х)^А^ (В). Тогда для любого <;>>()

inf I I A (z) £ (z) — р (z) |*/ б/з = 0.
p^upj J 

в
Теорема 1. Пусть В — область Каратеодори, h (г) = \D (г)|", 

(7 >0) аналитический вес. Система полиномов замкнута в клас
се Atl (В, А), если существует функция g (?) £ Ах (Л), g (z) д=0, z£B, 
такая, что для Л)։ (z) = g (z) /J (z) = еф ’г) выполнены условия

a) I\ (z) С Al/S (В, 1)
для некоторого числа s 1,

-։ Im (г) j

для некоторого
в 

вещественного числа а =£0.
Наметим доказательство. В силу леммы 2 достаточно ограничить

ся случаем </> 1. При этом в силу леммы 1 достаточно показать, 
что из равенств (1), где /(г) £ А,, (В, й), ъп(г) -= гп, п = 0, !,-••, сле
дует, что /(?)=0, г^В. И, наконец, в силу условий, наложенных на 
/9, (г), равенства (1) можно заменить равенствами

И /Л (г) И(')|՛' г" Аз =0, п = 0, •, (2)
3 3 / (г)

д
где / (г) £А,, (В, 1). Таким образом, для доказательства теоремы до
статочно установить, что из равенств (2) следует / (?) = 0, г£В.

Фиксируем любое п 0, !,••• и введем функцию

/•„ (W)= С fl/ ew‘"wz" do, (3)
J .1 f (z) 

В
где w£G, О —замкнутый прямоугольник, не содержащий точку 
z о, ограниченный осями координ гг и прямыми Re га = 1 ?, Im u'=*
= ?sgna, ,3>0.
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В силу условия а) теоремы число ?>0 можно подобрать так, 
что для некоторог о р ^>1 и для всех а'^О будет выполнено условие

(2) I /»</
const (4)

При этом, как легко видеть, функция Л, (а?) определена в О и регу
лярна в И. Ниже считаем такое 3>0 фиксированным.

Из теоремы Фаррела А. Н. Маркушевнча следует, что для до
казательства теоремы 1 достаточно показать, что Ь'п (0) = 0. А это будет 
установлено, если покажем, что 1) (гс») ֊. Р'п (0) при а? - 0, и
2) I п (&’) — Справедливость утверждения 1) следует почти
непосредственно из (4) и известной теоремы о предельном переходе 
под знаком интеграла Лебега (5).

Покажем, что верно утверждение 2). Рассмотрим множество Т 
точек области О՝ вида 1 -НЧ, где 0<|7(|<< а 5 выбрано так, что 
для всех точек 14-^6 Г будет выполнено условие £ А1 (В, ]), 

, </3 п
где ( ----- —. Возможность такого выбора числа 5 следует из усло-

$— 1
вия б) теоремы.

Фиксируем любую точку к» 1 • щ £ Т. Так как гп е,т.ф(*) £ Д/(В, 1), 
то с помощью теоремы Фаррела А. И. Маркушевнча и известного 
свойства сходящейся в среднем последовательности полиномов полу- 
чим представление

г" е1՛՛"’(г> = V рк (г), 
А О

где рк (?) некоторый полином степени А*, причем

(5)

(/о =0. (6)

Учитывая, что по допущению для / {г) выполнено условие (2) 
и принимая во внимание представление функции гп е‘7>ф(г) в виде ря
да (5), можем написать для любого /н = 0,

<4 \
V р* (?) рз.

в
Отсюда с помощью неравенства Гельдера получаем

А из (7) и (6) следует, что Еп (к?) 0, № £ Т. И так как Рп (и») регу
лярна в С, то Гп (зд) =0, \у£(3. Теорема доказана.

Следствие. 11усть ф\ нкция ю = у (?) однолистно и конформно 
отображает некоторую ограниченную односвязную область К на круг 
1гс'1< 1. Известно (см. (։), стр. 266), что для полноты системы поли-



номов в классе А, (/А I) необходимо и достаточно, чтобы для как- 
дого т 1, 2, • • Л

inf i ։ | ®z (2) (^) — Р (z) |2 Ja = 0.
/'mepJJ 

в ■
Из теоремы 1 следует, что это условие можно ослабить. А имен

но, верно следующее утверждение. Для замкнутости системы поли
номов в классе Atl (В, 1), >0, необходимо и достаточно, чтобы ддя 
каждого т = 0, I,• • • |

inf I i I ср՞' (z) — р (z) I'/ dz — 0,
/•we-р J J 

в
Отметим, что в основе доказательства теоремы 1 лежит метод 

интегральных преобразований М. М. Джрбашяпа (см. (°)). Метода
ми, близкими к указанному доказываются следующие теоремы.

Теорема 2. Пусть В область Каратеодори, I) (г) £ Л.ДЛ, 1), 
<7>О, D (z) =£0, z^B и существуют число з, 0<я<] и функция 
g (z) £ А՝ (Я), » (z) =£0, В такие, что [g (z) D (z)]" не принимает 
значений, принадлежащих некоторой замкнутой области G та- 
кой, что •& О £ а. Пусть существуют число р, 0<р 1 и по
следовательность точек {wn)i’£O, сходящаяся к нулю, такие, что

чОг (г)
(«(-)֊ К’лР

где (г) - £ (г) I) (г) и постоянная С от п не зависит. Тогда си
стема полиномов замкнута в классе Ач (В, й), где й (г) = |-/9(г)|,/.

Теорема 3. Пусть В—область Каратеодори, I) (г) £ А(1 (В, 1).
(/ > 0 и Г) (г) может быть представлена в виде И (г) ֊^1 , где

^2 (2)
(2) € А/д (В, 1),$^>1,а [)., (г) £ А ч (В). Если выполнено условие 

/>|։ (г)£ А</(В, 1), 1 а<0 мл/* условия (г)£Аг/(В, 1), ре Щг)>0,
то система полиномов замкнута в классе А(1 (В, й), где/1(2)՜ 
= \П(г)\Т

Благодарю 11. А. Лебедева за постановку задачи, а также за 
внимание к настоящей работе. !

а>. и i.i’iibi.

Чшршр bn г) n р n i tnppni jplibpm if pu>(| tTudi quiiffibp|i ufiuinbiffi 
фtulfnipjiuG npn? puiifiupuip iquijifuiGGbp

(z) шк./г,ч/шг ^п.Ъ//г/,^ЪАг/, (Л.П) q >0 ul„,u.k,fh
np.,.Lq •lu.pH,pLn1„put ,n[U,n, jP 4, h(z)֊P'
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Ատա^ա^ ար՚11>"նրր '1արԼւՒ < ձԼակեր^Լ, հեէոևյալ թեորեմայռի Р ագմ անգամն ևր ֆ 
սֆ»տեմը 4//’^/’ '/'*"4 Л(/(/?, ձ) 7*""п*-^» В յթում ոևքՈւ լյա ր £ и ա հ մ ան Ш փ ա կ 
ֆ,,ն1ք!քՒս,ներ՚Ւ А՝(В) 'քա„^է.է պոյո^յռՆ ունի ց(տ) 0 ֆռնկրիա այնպիոին , որ /Հ(շ)

>1(г)О(г) է'1'"' 1 ֆունկցիան րաւ/արարում 4 հեաևյաք պայմաննԼրին

ա) [)Հ(2){՝ А)^{,В, 1) որհէ Տ 2> 1 քյ^քէ համար

Ր /• ղ //лф (г)
а I II в ւ1ձ(1\՝ <Г որ ԼԼ Ղ 0 ւ^րակաՆ թէք Д 4սո/արւ
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