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МАТЕМАТИКА

Р. В. Амбарцумян

К характеризации процессов Пуассона в терминах разложимости 
точечного процесса на независимые рекуррентные компоненты

(Представлено чл.-корр. ЛИ Армянской ССР Р. Л. Александрином 1/Х 1960)

Теорему Макфаддена о суперпозициях независимых стационар­
ных точечных процессов (в дальнейшем т. и.) можно рассматривать 
как еще одну характеризацию пуассоновских т. п. в классе R всех 
рекуррентных стационарных т. п. положительной интенсивности.

Теорема Макфаддена состоит в том, что если т. и. Пг£/? и т. п. 
П2£/? удовлетворяют некоторым дополнительным условиям, то из 
принадлежности их суперпозиции

П = П,* П.» 1 ш
(звезда означает суперпозицию независимых т. п.) классу R следует 

что П есть т. п. Пуассона (։).
В связи с этим интересно выяснить, насколько широким может 

быть взят класс т. и. Р, чтобы из представления

П ГЦ* П2, П£Р, (П1։ П2КЯ2,

где R2 некоторый, достаточно широкий, подкласс всевозможных нар, 
рекуррентных т. п., следовало, что П является т. п. Пуассона. В бо­
лее общей постановке число компонент, принадлежащих R, следует 
считать произвольным.

Теорема 1, доказываемая в настоящей работе, представляет со­
бой шаг в этом направлении.

Каждый т. п. П£Р вполне определяется функцией распределе­
ния /՝՝ (х) длины интервала между последовательными событиями в 
П. О функции /՝' (х) будем говорить, что она отвечает т. п., П, и на­
оборот.

Через обозначим класс всех стационарных т. п., последова­
тельные интервалы между событиями в которых составляют марков­
скую последовательность конечного порядка.

Через R* обозначим подкласс класса всевозможных строк 
(П։, П2, • • •, Пл), П/£ R, I = 1, • • • , п 

определяемый следующими дополнительными условиями: 
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Функции распределения Л (х), отвечающие т. п. II/, {=1,2-.., 
•••»я непрерывны и дифференцируемы в нуле, причем производные 

а/ ---- удовлетворяют соотношениям
ДГавО

а) а/=£0, I = 1,- • *, п
б) */=/=*/, 4֊ • • • +а/*, когда /^у1։. * - ,Ул при любом, выборе индек­

сов /, уп
Теорема 1. Если имеет место представление

п = п։ * п2 *•••* пл, ад (П։...ПЛ)С^, 
то II является т. п. Пуассона.

1. Доказательство теоремы 1 опирается на принадлежащую авто­
ру теорему о суперпозициях независимых т. п., с компонентами, 
принадлежащими R, приведенную без доказательства в (2).
I Для полноты изложения сформулируем и докажем чту теорему. 
Пусть

П= Г1։ * ... * Пл, П/£Я, 1. •••, я; (2)

I о/— интенсивность т. п. П|;
я//(/) функция восстановления для т. п. ГТ (среднее число событий 
за время (0, /) в т. п. П/, при условии, что в момент / 0 произош­
ло событие т. п. П();

ЛД. А) — среднее число событий в т.п. П, происходящих в 
интервале времени (0, /), при условии, что на интервале ( — А. 0) 
произошло /? событий т. п. П.

Т е о ре м а 2. Если существуют отличные от нуля производные

то существует предел
Нш Мк (/, А) = ЛД (/), 
л-»о

причем

Мк(1} = V Р;,.3 «ДО, 
/| + /։ + •••+//։ 1“1

где
если у 1-^0 

о/ /, если // =0
и

т // )

(714֊ ••• 4֊уя = *),

а выбирается из условия:

| *•
К Л+ ••• +УЛ

Доказательство начнем с выяснения асимптотического поведе­
ния при А ֊>0 вероятностей (А) того, что на интервале длины А в 



т.н. Г1/£/? появится ровно А’ событий. Согласно известным формулам 
Пальма (3) /

[<рл-1 (и) (//)] с1и, к > I, (3)
о

где ?!•(/) есть вероятность иметь к событий т. н. П/ на интервале 
(О, /) при условии, что в момент / =0 произошло событие т.п. П/։ 
В то же время, как известно(х) = Г!*՜1» (х) АГ’(х), (4)
где Е\"‘(х)— А’-кратная свертка функции ЛДх) с собой (т. е. функ- 
ция распределения суммарной длины к ф 1 последовательных интер­
валов между событиями в т.п. II/).

Так как

заключаем, что
Л/ (а) я/ л* -1֊ о (х), х —* 0,аГ' х‘+'

(Л +1)! + о (х"՜1 ')■ х -»0.
Сопоставляя (3), (4) и (5) заключаем, что

/А I- О (/'<), /г > 0, / —> 0, (6)

я!, = 1 + о (1), /֊*0.

Строгая положительность вероятностей (А) позволяет хорошо 
определить М\ (/, Д) как условные математические ожидания числа 
событий т. п. П/, за интервал времени (0, /) при условии, что за ин­
тервал времени (—Д,0) произошло ровно к событий т.п. II/. 'Го же 
самое относится и к условному математическому ожиданию Л1^(/,А), 
определенному ранее.

По теореме об условных математических ожиданиях имеем

У 2^ <«-’-М 2 в. а>.
)\ I Л+*՛ I М —А.’ (’Ч ( ) >1

где
шА. (А) ^.(Д) */; (!)•••< (△)

есть вероятность того, что на интервале длины А появится А’ событий 
суммарного т. п. П.

Стационарность н рекуррентность т.п. II/, влечет существование 
пределов Пт М (/, Д) = | 7 При У' = 0

I при у՛/ т^О, 
а с помощью (6) находятся пределыПш ^А О) = _£ П .

4-° (О* (Д) «Ч I. П ,0 >11

(81

(9)
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Легко видеть, что из (8) и (9) следует утверждение теоремы 2.
2. Допущение, что т. п. П принадлежит классу как легко 

видеть, означает, что существует такое г, что
АД (/) - Mr (/) для всех k г. (10)

Если все а/ отличны от нуля, теорема 1 позволяет установить 
бесконечное число связей между функцией Мг (/) и функциями вос­
становления компонент

Действительно, учитывая (10) из теоремы 2 для к>г получаем
Л

Мг (/) =

или более подробно

а<:п а//п 1
1 ГП

ГП

/л — I /։ •/Л՜՜ *
Л* G» • ' • • 0гн

Поясним, что в (11) индекс т имеет смысл числа компонент,
давших положительный вклад в /г событий т.п. II происшедших в 
начале интервала (0,/); /1։-• •, — суть номера компонент сделав­
ших такой вклад, а //—размер ненулевого вклада т. п. П/у, /= 1 • • т\ 
интенсивность т. п. П положена равной единице.

I Очевидно, что равно сумме коэффициентов перед квадратны* 
; .ми скобками в правой части (11).

Помножим уравнение (11) на г* и просуммируем от г до ос. 
Исходя из тождества

где (г) есть многочлен степени г.
Система уравнений (11) заменяется, таким образом, одним соот­

ношением, выполняемым тождественно по z:

R • • •3/
^(0 S 2 ; — ֊ l(*4'֊D--- (^-1)-^ -.^ (*)l -

I л-1 ...Im ,l 1 "•
fj
V 2 |„if| (/) + .. . 4- ,nlm (1 -3i,----------41)/|.

I m-1 a/i ' * *
. |(^։5 - 1)... (e\n 2 -1)- z(. ...lm (z)|. (12)
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/(опустим теперь, что выполняется условие б), определяющее класс

/?л. Тогда, сравнивая коэффициенты слева и справа в (12) при функ- 
гЛ —<2 {2 ~гЛ Я]

циях е (I - !,••■//) и е приходим к системе линейных урав­
нений

Мг (О = /и,(/) 4- (1 з/ )//=!,••• п
Мг(/) т^) | /лг, (/) ; ...+ тл(1),

единственное решение которого есть 
т, (/) = □/

Мг (/) = /.
Как известно, линейные функции восстановлении определяют в 

классе R пуассоновские т.п. Следовательно, т.п. П/, 1= 1---и яв­
ляются т.п. Пуассона, а вместе с ними т. и. Пуассона является и их 
суперпозиция.

Теорема 1 доказана.
В заключение отметим, что если точки роста функции распре­

деления Р (л) и сосредоточены на интервале («, Ь), причем

О < оо, Ь < 2а,
то точечный процесс

П •=■ П> * Н.„ Пр П _. £ /?,
где Пг и П.> отвечают /՝ (д'), принадлежит классу <772 причем поря­
док марковской последовательности интервалов в т. п. П не прево­
сходит двух.

В этом случае не выполняется дополнительное условие а), опреде­

ляющее класс /?-՛; именно имеем

«I = ’։ =0.

Било би интересно выяснить насколько существенным для справед- 
ливости теоремы 1 является выполнение условий б).
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