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Динамическая игра преследования при наличии сил трения

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Тягальном 24 IX 19G6)

Преследование происходит на плоскости. Две частицы—пресле
дователь Р и преследуемый Е с единичными массами в начальный 
момент времени находятся в точках с] и г и обладают импульсами р 
и 5 соответственно. Игроки Р и Е перемещаются в R֊, имея возмож
ность в каждый момент времени изменять направление прилагаемых 
сил, величины которых мы будем предполагать постоянными по мо
дулю. На частицы Р и Еу кроме того действует сила трения обратно 
пропорциональная их скорости (ср. с игрой преследования рассмотрен
ной н (’)). Продолжительность игры ограничена числом 7>0. Пусть 
2(7 ) = (<7 (7), р (7), г (7), 5 (/՝)) состояние системы в момент времени 
7; тогда целью Р является максимизация величины

I [з (7)] = — {[^ (7) — гх (7)]2-|֊ [^(7)-га(Г)12},
а игрок Е преследует противоположную цель.

Дадим формальное определение игры.
Пусть Г и I множества вектор-функций

| ? (2. 7) = [<рх (г, 7), <р8 (г, 7)|
и

обладающих следующими свойствами
I 1. «pi + <р2 = Ф2, Ф = const,
I 2. ФЦ- Ф? = Ф2, Ф — const.
1 3. При любых <р £ F и ф£1 система уравнений
I <7 "= Pi

В r' = s‘
' Pi — Vi (2, 7) — kf, pi, кр = const,
I s< = ф/ (z, 7) — кц st, А’л = const, (1)
I (/-1,2)
имеет единственное решение при любых начальных условиях zQ.



Множества Р и I представляют собой множества стратегий игро
ков Р и Е. В ситуации (?, ф), и Ф0 функция выигрыша опре
деляется следующим образом. Пусть г (/) решение системы уравне
нии (1) при начальном условии г . Тогда

К (2 • <?, ф) = С/|г(Г)],
где Т ՝ 0 предписанная заранее продолжительность игры.

Обозначим получившуюся таким образом игру через Г (г9, Т). 
Пусть далее

И*, Г) = Уа1 А'(г; <?, ф)

функция значения игры Г (г, 7').
Пользуясь стандартным методом, изложенным в (2), (3), выво

дим уравнение в частных производных первого порядка, которому 
должна удовлетворять функция 17 (г, Г) при начальном условии

(2)
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^рР( + — 
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(3

Введем обозначения

У<Ц дУ дУ }/ дУ дУ ,
-— = Ур<> — = — = 1/г/, — = У т,
0р1 дГ1 о!

Характеристики уравнения (3) являются оптимальными траекториями 
в игре преследования. Уравнения характеристик имеют вид (см. (*)).

\ГЧ( = О

Ур1 = - УЧ(-\- кр\Р1,

^=о,
У^1 = — Уг1-\~^цУг I, 

Ут=0.

(4)

(/= 1, 2).

Решая уравнение (3) при начальном условии (2) методом характерис
тик мы получим, что

4



v (4i, n, pt, st, 7) =

Оптимальные стратегии в игре Г (z, Т) имеют вил

(5)

• ь V"‘'Я - (|) —/===
4*1/

где V (z, Т) определяется 
Положим далее

по формуле

£__
kt

2

X). (6)

р>

В области «разового пространства, удовлетворяющею условию (6)

У2р. + Vl, t О

и игра имеет ситуацию равновесия в чистых стратегиях, ко
торые определяются по формулам (*).

Для решения задачи о скорейшем попадании на многообразие

у (?/ — г{)2 = е

необходимо решить уравнение

относительно Т, как функции от z (найти наименьший корень).
| Геометрическая интерпретация 

точка <; перемещается согласно закону
решения. Пусть

‘71 ~ Р\.՝
I; ‘7։ - Pi,
■ Pj = Ф sin о — kppxy
I /^։ = ФсозО — kp/72,

из точки </ , p°. Можно показать, что при различных углах О 2~ 
геометрическое место точек на плоскости, в которое попадает точка 
q за время Г представляет собой окружность с радиусом



Рр—

и с центром в точке

(1 = 7° ч-р°

Будем называть эту окружность окружностью действия преследовате
ля Р и обозначать Ср.

Аналогично радиус окружности действия преследуемого Е, Ср,
ра вен

R,
4' (е~к,:1

и центр ее расположен в точке

Г = Г° 4- 5°

Пусть а расстояние между центрами окружностей действия Ср и 
Ср игроков Р и Е, т. с.

тогда имеет место следующая теорема.
Т еорема. Значение игры Г (г,Т) в области, определяемой 

условием (7) (несовпадение центров окружностей действия игро
ков в процессе игры) равно

I (2, /) = Рр (Рр-\~а).
Доказательство немедленно следует из вида 

игры (см. (5)).
функции значения

При выполнении условия
Ф - Ч- >0

ускорение Р превосходит ускорение преследуемого Е и круг 
действия преследователя Ср превосходит круг действия преследуемо
го С/. Поэтому невыполнение условия (7) будет означать, что в ка
кой-то момент времени круг действия преследователя будет содер
жать (накроет) круг действия преследуемого, что при оптимальной 
игре со стороны Р приведет к поимке (0—поимке) преследуемого Е 
за время меньшее чем Г, то есть до момента окончания игры. Оче
видно, что такая партия является проигрышной для Е и он не допу
стит попадания точки г в область фазового пространства, в котором 
условие (7) нарушается. Таким образом при „разумной игре* точка 2 
всегда будет находиться в области, удовлетворяющей условию (7).

Ленинградский государственный университет
им. А. А. Жданова
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Դիտարկվոէմ Լ հետևյա/ անտացււնիստիկ 7/’#AM,'///։u7 /'""7Z" PM. իէաւյսւցո^ներր շարմ- 
ւ/ւււմ են հարթության մեք շփման ոէմերի ազդեցության տակ։ էս ազի տևողությունն / T »()» I' .՜ձ տա սյն դո ///» նպատակն Լ մինիմայյնհք իրեն և Г • ի միքե եղած հեոաւ/որությունր [սաղի 
шւ/ար տման մոմե b տին ւ

Գտնվում են խաղի արմերր և աղ տ իմ աք իւ տ ղ udf եր ւղ/t t
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