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АННОТАЦИЯ. В данной работе исследуются теория цепей Левнера и критерии од-
нолистности и квазиконформной расширяемости для аналитических функций в единичном
круге. Заменив предшварцеву производную на шварцеву производную, мы получаем резуль-
таты, аналогичные результатам Хотты [Публ. мат., Дебрецен 82 (2013), стр. 473-483]. Кроме
того, построив различные цепи Левнера, мы обобщаем и предоставляем единые доказатель-
ства нескольких известных критериев однозначности и квазиконформной расширяемости. В
качестве применения цепей Левнера мы модифицируем критерий Альфорса, включающий
комплексную константу c.
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1. Введение

Пусть A — класс аналитических функций f в единичном круге D := {z :

|z| < 1} нормализованный по f(0) = f ′(0) − 1 = 0, а S — подкласс A , состоя-

щий из всех однолистных функций. Для локально однолистной аналитической

функции f в D, предшварцева производная Tf и шварцева производная Sf

определяются соответственно как

Tf =
f ′′

f ′ , Sf =

(
f ′′

f ′

)′

− 1

2

(
f ′′

f ′

)2

.

Соответствующие нормы:

||Tf || = sup
z∈D

(1− |z|2)|Tf |, ||Sf || = sup
z∈D

(1− |z|2)2|Sf |.

Пусть k ∈ [0, 1), гомеоморфизм F из C называется k-квазиконформным,

если F принадлежит классу Соболева W 1,2
loc (C) и удовлетворяет |∂̄F | ⩽ k|∂F |

почти всюду в C. В данной работе обозначим через S̃k (соответственно Sk)

подкласс всех f ∈ S , допускающих k-квазиконформные расширения на C =

C∪ {∞} (соответственно C), т. е. существует k-квазиконформное отображение

F : C → C (соответственно F : C → C) такое, что F |D = f .

1Работа была поддержана Национальным фондом естественных наук Китая. (№
12471074).
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Как известно, Tf и Sf играют важную роль в изучении однолистных функ-

ций, квазиконформных расширений и универсального пространства Тейхмюл-

лера (см. [1] – [4]). Хорошо известный критерий Беккера [5] показал, что f ∈ Sk,

если ||Tf || ⩽ k, а критерий Альфорса [6] показал, что f ∈ S̃k, если ||Sf || ⩽ 2k.

Поскольку критерии Беккера и Альфорса являются очень важными и полез-

ными, было изучено множество обобщений. Добавив комплексную константу c,

Альфорс [7] получил общие критерии, которые играют ключевую роль в оцен-

ке максимального шара S с центром в базовой точке в пространстве Хорнича

[8].

Теорема 1.1 ([7]). Пусть f ∈ A и k ∈ [0, 1), для константы c ∈ C и всех

z ∈ D,

(i) если
∣∣∣c|z|2 + (1− |z|2) zf

′′(z)
f ′(z)

∣∣∣ ⩽ k, то f ∈ Sk;

(ii) если
∣∣∣ zz (1−|z|2)2

1−c
1
2Sf − c|z|2

∣∣∣ ⩽ k, то f ∈ S̃k.

Используя геометрические подходы, Эпштейн [9] получил следующий кри-

терий однолистности, который включает критерии Беккера и Альфорса как

частные случаи. На самом деле, Поммеренке [10] повторно доказал результат

Эпштейна с помощью теории цепей Левнера.

Теорема 1.2 ([9, 10]). Пусть f и g являются голоморфными в D. Если f и g

являются локально однолистными аналитическими функциями в D и∣∣∣1
2
(1− |z|2)2(Sf − Sg) + (1− |z|2)z̄ Tg

∣∣∣ ⩽ 1

для всех z ∈ D, то f является однолистной функцией в D.

Параллельно Tеореме 1.2, заменив производную Шварца на предшварцев-

скую производную, Чен [11] получил квазиконформный критерий расширения,

который имеет важное применение в оценке внутреннего радиуса однолистно-

сти и в исследовании геометрии универсального пространства Тейхмюллера.

Теорема 1.3 ([11]). Пусть k ∈ [0, 1). Если f ∈ A и g ∈ A являются локально

однолистными аналитическими функциями в D, и для всех z ∈ D∣∣∣z (1− |z|2)(Tf − Tg) + z
g′

g
− 1
∣∣∣ ⩽ k,(1.1)

то f ∈ Sk.

Поскольку Теоремы 1.1−1.3 являются достаточными условиями, Рушевейх

сначала представил эквивалентное условие для того, чтобы f ∈ A была одно-

листной. Результат еще не опубликован, но мы можем ссылаться на [12].
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Теорема 1.4 ([12]). Пусть f ∈ A. Тогда f ∈ S тогда и только тогда, когда

существует аналитическая функция Ω в f(D) такая, что

(1− |z|2)
∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)
+ zf ′(z)Ω(f(z))

∣∣∣∣ ⩽ 1, z ∈ D.

В дальнейшем, учитывая Теорему 1.4, Хотта [12] получил необходимое и до-

статочное условие для того, чтобы f ∈ A имела квазиконформное расширение.

Теорема 1.5 ([12]). Пусть f ∈ A и k ∈ [0, 1). Предположим, что существует

k′ ∈ [0, k) и конформное отображение Q определённое в f(D), которое допус-

кает k−k′

1−kk′ -квазиконформное расширение в C. Кроме того, для константы

c ∈ C и всех z ∈ D, если выполняется следующее неравенство:∣∣∣∣c|z|2 + (1− |z|2)
{
zf ′′(z)

f ′(z)
+ zf ′(z)Ω(f(z))

}∣∣∣∣ ⩽ k′,(1.2)

где Ω = Q′′

Q′ , то f ∈ S̃k. И наоборот, если f ∈ S̃k, тогда существует k′ ∈
[0, 1) и конформное отображение Q определённое в f(D), которое имеет k+k′

1+kk′ -

квазиконформное расширение в C , такое что неравенство (1.2) выполняется

для константы c ∈ C и для всех z ∈ D.

Заметим, что условия |c| ⩽ k и |c| ⩽ k′ соответственно включены в Теоремах

1.1 и (1.2) [13, Примечание 1.1 и 1.2].

Кроме того, для ознакомления с современными исследованиями по одно-

листности и квазиконформному расширению можно обратиться к соответству-

ющим работам Дениза и соавторов [14, 15, 16], в которых представлены новые

критерии и обсуждаются их значимые связи с другими результатами.

Первая задача статьи состоит в рассмотрении аналогичных результатов Тео-

рем 1.4 и 1.5 путем замены предшварцевой производной на шварцеву произ-

водную.

Теорема 1.6. Пусть f ∈ A. Тогда f ∈ S тогда и только тогда, когда суще-

ствует аналитическая функция Ω в f(D) такая, что

1

2
(1− |z|2)2

∣∣∣∣Sf (z) + (f ′(z))2
[
Ω′(f(z))− 1

2
Ω2(f(z))

]∣∣∣∣ ⩽ 1, z ∈ D.(1.3)

Теорема 1.7. Пусть f ∈ A и k ∈ [0, 1). Предположим, что существует

k′ ∈ [0, k) и конформное отображение Q определенное в f(D), которое имеет
k−k′

1−kk′ -квазиконформное расширение в C. Кроме того, для постоянного c ∈ C
и для всех z ∈ D, если выполняется следующее неравенство:

(1.4)
∣∣∣∣zz (1− |z|2)2

1− c

1

2

{
Sf (z) + (f ′(z))2

[
Ω′(f(z))− 1

2
Ω2(f(z))

]}
− c|z|2

∣∣∣∣ ≤ k′,
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где Ω = Q′′

Q′ , то f ∈ S̃k. И наоборот, если f ∈ S̃k, то существует k′ ∈
[0, 1) конформное отображение Q определённое в f(D), которое имеет k+k′

1+kk′ -

квазиконформное расширение в C , такое что неравенство (1.2) выполняется

для константы c ∈ C и всех z ∈ D. (условие |c| ⩽ k′ включено в (1.4))

Аналогично рассмотрению Теоремы 1.1 путем добавления константы к кри-

териям Беккера и Альфорса, вторая задача статьи состоит в дальнейшей ге-

нерализации Теорем 1.2 и 1.3 путем добавления комплексной константы α.

Теорема 1.8. Пусть f и g являются голоморфными в D. Если f и g являются

локально однолистными аналитическими функциями в D, и для константы

α ∈ C

(1.5)

∣∣∣∣α(1− |z|2)2
[
(α− 1

2
)(Tf (z)− Tg(z)) + Sf (z)− Sg(z)

]
+ (1− |z|2)z̄

[
(1− 2α) Tf (z) + 2α Tg(z)

]∣∣∣∣ ⩽ 1

действует для всех z ∈ D, тогда f является однолистным в D.

Теорема 1.9. Пусть k ∈ [0, 1). Если f ∈ A и g ∈ A являются локально
однолистными аналитическими функциями в D, для константы α ∈ C и для
всех z ∈ D∣∣∣∣α( g′

f ′

)α−1

z (1− |z|2)(Tf − Tg) +
{
1 + |z|2

[( g′

f ′

)α−1

− 1
]}

z
g′

g
− 1

∣∣∣∣ ⩽ k,(1.6)

то f ∈ Sk. Где ветвь
(
g′

f ′

)α−1 выбрана так, что
(
g′

f ′

)α−1
(0) = 1.

Примечание 1.1. Теоремы 1.2 и 1.3 являются частными случаями Теорем 1.8

и 1.9 при α = 1
2 и α = 1, соответственно. Фактически, обобщение добавлением

константы α уже появилось в [17, 18].

Мы знаем, что в критерии Беккера ∞ является фиксированным, а в кри-

терии Альфорса — нет. В некоторых задачах необходимо зафиксировать ∞.

Для решения этой проблемы Хотта и Гуменюк [19] модифицировали крите-

рий Альфорса. В качестве применения цепей Левнера мы в Разделе 5 обобщим

результаты Гуменюка и Хотты.

Структура данной статьи следующая. В Разделе 2 мы представим основные

понятия теории цепей Левнера и расширение Беккера, используемые в после-

дующих доказательствах. В Разделе 3 мы приводим доказательства Теорем 1.6

и 1.7. В Разделе 4 мы доказываем Теоремы 1.8 и 1.9. В Разделе 5 мы модифи-

цируем пункт (ii) Теоремы 1.1.
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2. Предварительные сведения

В этом разделе мы представляем некоторые понятия, связанные с классиче-

ской цепью Левнера, которые будут использоваться в наших доказательствах.

Подробности классической теории Левнера можно найти в [20, 21, 22] , а со-

временную теорию Левнера — в [23, 24, 25].

Определение 2.1. Рассмотрим функцию ft(z) =
∑∞

n=1 an(t)z
n, где a1(t) ̸= 0,

определенную в D × [0,+∞), где a1(t) является комплекснозначной, локально

абсолютно непрерывной функцией в [0,∞) и limt→∞ |a1(t)| = ∞. Тогда ft(z)

называется цепью Левнера, если выполняются следующие условия:

(i) Для каждого t ∈ [0,+∞), ft(z) является аналитической и однолистной

в D;

(ii) Для любых 0 ⩽ s < t < ∞, имеем fs(D) ⊆ ft(D).

Если в Определении2.1 a1(t) = et, то назовем ft(z) стандартной цепью Лев-

нера. Для стандартной цепи Левнера Поммеренке [4] дал следующее заключе-

ние.

Теорема 2.1 ([4]). ft(z) является стандартной цепью Левнера тогда и толь-

ко тогда, когда выполняются следующие два условия:

(i) ft(z) является аналитической функцией в диске |z| < r0 для каждого

t ⩾ 0, где r0 ∈ (0, 1), и абсолютно непрерывной в t ⩾ 0 для каждого

|z| < r0. Более того, существуют положительные константы K0 и

r0 такие, что:

|ft(z)| ⩽ K0e
t, |z| < r0, t ⩾ 0.

(ii) Существует функция p(z, t), аналитическая в D и измеримая в t ⩾ 0,

удовлетворяющая условию Re p(z, t) > 0 для всех z ∈ D и почти всех

t ⩾ 0, такая, что

(2.1)
∂ft(z)

∂t
= zf ′

t(z)p(z, t), z ∈ D, п.в. t ⩾ 0.

Функция p(z, t) называется функцией Герглотца. Для такой стандартной

цепи соответствующая функция Герглотца p(z, t) нормируется по p(0, t) = 1

для п.в. t ⩾ 0. Хотта [26] обобщил Теорему 2.1 для цепи Левнера, первый

коэффициент которой a1(t) является комплексным. В этом случае p(z, t) не

нормализуется.

Примечательный результат, показанный Поммеренке [4, Гл.6] гласит, что

для каждого f ∈ S, существует цепь Левнера ft , такая что f = f0. Более
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того, некоторые свойства f , такие как квазиконформная расширяемость, мо-

гут быть определены с помощью p(z, t). Используя p(z, t), Беккер [5, 27] дал

известный квазиконформный критерий расширяемости, который включает в

себя большинство ранее известных критериев, т. е. если функция Герглотца

p(z, t) стандартной цепи Левнера ft(z) удовлетворяет∣∣∣∣p(z, t)− 1

p(z, t) + 1

∣∣∣∣ ⩽ k < 1 .. t ⩾ 0 ∀z ∈ D,(2.2)

то для каждого t ⩾ 0, ft допускает k-квазиконформное расширение в C.

Обозначим SB
k совокупность f ∈ S допускающую подходящую стандарт-

ную цепь Левнера с p(z, t), удовлетворяющую (2.2). Для цепи Левнера ft(z) =

a1(t)z +
∑∞

n=2 an(t)z
n без предположения a1(t) = et, Хотта [26] доказал, что

расширение Беккера также выполняется. Параллельно SB
k обозначим S̃B

k со-

вокупность f ∈ S допускающих подходящую цепь Левнера с p(z, t) , удовле-

творяющую (2.2).

3. Доказательства Теорем 1.6 и 1.7

В этом разделе мы докажем Теоремы 1.6 и 1.7. В действительности, проверив

идею Хотты в [12], мы обнаружим, что доказательства несложны. Для удобства

мы приводим подробности доказательства Теорем 1.6−1.7.

Доказательство Теоремы 1.6 Предположим, что (1.3) выполняется, и

покажем, что f является однолистной. Для заданного Ω, пусть аналитическая

функция Q в f(D) такая, что Ω = Q′′/Q′ и g = Q ◦ f . Исходя из (1.3), путем

простых вычислений получаем

1 ⩾
1

2
(1− |z|2)2

∣∣∣∣Sf + (f ′)2
[
Ω′(f)− 1

2
Ω2(f)

]∣∣∣∣
=
1

2
(1− |z|2)2

∣∣∣(f ′′

f ′ )
′ − 1

2
(
f ′′

f ′ )
2 +

[Q′′(f)

Q′(f)

]′ · f ′ − 1

2

[Q′′(f)

Q′(f)

]2 · (f ′)2
∣∣∣(3.1)

=
1

2
(1− |z|2)2

∣∣∣[Q′′(f)

Q′(f)
· f ′ +

f ′′

f ′

]′ − 1

2

[Q′′(f)

Q′(f)
· f ′ +

f ′′

f ′

]2∣∣∣
=
1

2
(1− |z|2)2

∣∣(g′′
g′

)′ − 1

2
(
g′′

g′
)2
∣∣ = 1

2
(1− |z|2)2|Sg|.

Тогда (3.1) подразумевает, что g является однолистной. Таким образом , f

является однолистной, поскольку g = Q ◦ f является однолистной тогда и

только тогда, когда Q и f являются однолистными в своих соответствующих

областях.

С другой стороны, предположим, что f является однолистной, мы построим

аналитическую функцию Ω в f(D) так, чтобы выполнялось (1.3) . Выберем
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h ∈ S с ||Sh|| ⩽ 1 и пусть Q := h ◦ f−1 и Ω = Q′′/Q′. Тогда, заменив g на

h и следуя вычислениям в (3.1), получим, что (1.3) выполняется следующим

образом:

1 ⩾ ||Sh|| ⩾
1

2
(1− |z|2)2|Sh| =

1

2
(1− |z|2)2

∣∣∣∣Sf + (f ′)2
[
Ω′(f)− 1

2
Ω2(f)

]∣∣∣∣ .
Доказательство Теоремы 1.7 Предположим, что (1.4) выполняется для за-

данного конформного отображения Q, удовлетворяет условиям Теоремы 1.7,

мы докажем, что f ∈ S̃k. Для Ω = Q′′/Q′, пусть g = Q ◦ f . Простыми вычисле-

ниями получаем

k′ ⩾

∣∣∣∣zz (1− |z|2)2

1− c

1

2

{
Sf (z) + (f ′)2

[
Ω′(f)− 1

2
Ω2(f)

]}
− c|z|2

∣∣∣∣
(3.2)

=

∣∣∣∣zz (1− |z|2)2

1− c

1

2

{
(
f ′′

f ′ )
′ − 1

2
(
f ′′

f ′ )
2 +

[Q′′(f)

Q′(f)

]′
f ′ − 1

2

[Q′′(f)

Q′(f)

]2
(f ′)2

}
− c|z|2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣zz (1− |z|2)2

1− c

1

2

{[Q′′(f)

Q′(f)
f ′ +

f ′′

f ′

]′ − 1

2

[Q′′(f)

Q′(f)
f ′ +

f ′′

f ′

]2}− c|z|2
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣zz (1− |z|2)2

1− c

1

2

{
(
g′′

g′
)′ − 1

2
(
g′′

g′
)2
}
− c|z|2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣zz (1− |z|2)2

1− c

1

2
Sg(z)− c|z|2

∣∣∣∣ .
Согласно (ii) в Теореме 1.1, (3.2) подразумевает, что g = Q ◦ f допускает k′-

квазиконформное расширение в C. Поскольку Q допускает (k − k′) / (1− kk′)-

квазиконформное расширение в C, мы заключаем, что f = Q−1 ◦ g ∈ S̃k.

С другой стороны, предположим, что f ∈ S̃k, мы построим конформное

отображение Q в f(D) которое допускает (k + k′) / (1 + kk′)- квазиконформное

расширение в C так, что выполняется (1.4) . Выберем h ∈ S которая удовле-

творяет

∣∣∣ (1− |z|2
)2

1− c

z

z̄

1

2
Sh(z)− c|z|2

∣∣∣ ⩽ k′(3.3)

для всех z ∈ D с определенным c ∈ C. Согласно (ii) в Теореме 1.1, отображение

h допускает k′-квазиконформное расширение в C. Пусть Q := h ◦ f−1 и Ω =

Q′′/Q′. Поскольку f ∈ S̃k, Q допускает (k + k′) / (1 + kk′)-квазиконформное

расширение в C. Тогда, заменив g на h и следуя вычислениям в (3.2) получим,

что (1.4) выполняется следующим образом:

k′ ⩾
∣∣∣ (1− |z|2

)2
1− c

z

z̄

1

2
Sh(z)− c|z|2

∣∣∣
=

∣∣∣∣zz (1− |z|2)2

1− c

1

2

{[
Sf (z) + (f ′)2

(
Ω′(f)− 1

2
Ω2(f)

)]}
− c|z|2

∣∣∣∣ .
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4. Доказательства Теорем 1.8 и 1.9

В этом разделе мы приводим доказательства Теорем 1.8−1.9 путем постро-

ения подходящей цепи Левнера.

Доказательство Теоремы 1.8 Без потери общего представления, мы

предполагаем, что

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · · и g(z) = b0 + b1z + b2z

2 + · · · ,

где a1 ̸= 0 и b1 ̸= 0. Теперь рассмотрим следующие функции:

f∗(z) =
f(z)− a0

a1 +
(

a2

a1
− b2

b1

)
(f(z)− a0)

= z +
b2
b1
z2 +

(
a3
a1

− a22
a21

+
b22
b21

)
z3 + · · · ,

g∗(z) =
g(z)− b0

b1
= z +

b2
b1
z2 +

b3
b1
z3 + · · ·

вместо функций f и g. Эти нормализации не умаляют общности. В результате

этого преобразования мы теперь имеем

f(z) = g(z) +O(z3) и
f ′(z)

g′(z)
= 1 +O(z2) при z → 0.

Поскольку f и g являются локально однолистными аналитическими функ-

циями для некоторого α ∈ C, мы можем выбрать ветвь
(

f ′(z)
g′(z)

)α
, которая при-

нимает значение 1 при z = 0. Далее определим следующие функции:

v(z) =

(
g′(z)

f ′(z)

)α

= 1 + v1z
2 +O(z3),(4.1)

u(z) = f(z) · v(z) = z + u1z
2 +O(z3).(4.2)

Очевидно, что как v(z) , так и u(z) являются аналитическими функциями в D.

Теперь определим ft(z) : D× [0,+∞) → C следующим образом

ft(z) =
u(e−tz) + (et − e−t) zu′(e−tz)

v(e−tz) + (et − e−t) zv′(e−tz)
,(4.3)

которая является мероморфной в D и удовлетворяет условию f0(z) = f(z).

Теперь мы проверим, что ft(z) является стандартной цепью Левнера.

Шаг 1. Сначала убедимся, что ft(z) удовлетворяет условию (i) Теоремы 2.1.

В силу (4.1)−(4.3), имеем, что ft(z) = etz + O(z2) при z → 0. Следова-

тельно, существуют константы r0 ∈ (0, 1) и K0 > 0 такие, что |ft(z)| ⩽ K0e
t,

|z| < r0, t ⩾ 0. Более того, для каждого z ∈ D, функция ft(z) принадле-

жит C∞([0,+∞)), что гарантирует, что ft(z) локально абсолютно непрерывна

в t ⩾ 0.

Шаг 2. Теперь убедимся, что ft(z) удовлетворяет условию (ii) Теоремы 2.1.

Путем прямых вычислений находим, что
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f ′
t(z) =

et (u′v − v′u) + z(1− e−2t) (u′′v − v′′u) + z2et(1− e−2t)2 (u′′v′ − v′′u′)

[v + (et − e−t)zv′]
2 ,

(4.4)

∂ft(z)

∂t
=

z
[
et (u′v − v′u)− z(1− e−2t) (u′′v − v′′u)− z2et(1− e−2t)2 (u′′v′ − v′′u′)

]
[v + (et − e−t)zv′]

2 .

(4.5)

Для u, v и их производных справедливы следующие выражения:

u′v − v′u = f ′
(
g′

f ′

)2α

,(4.6)

u′′v − v′′u = (1− 2α)f ′′
(
g′

f ′

)2α

+ 2αg′′
(
g′

f ′

)2α−1

,(4.7)

u′′v′ − v′′u′ = αf ′
(
g′

f ′

)2α [
Sf − Sg +

(
α− 1

2

)(
f ′′

f ′ − g′′

g′

)]
,(4.8)

где u, v и их производные оцениваются в точке e−tz. Чтобы доказать, что

существует измеримая функция p(z, t) относительно t, такая что ℜp(z, t) > 0 и

выполняется уравнение (2.1) , предположим, что

ϕ(z, t) =
∂ft(z)

∂t − zf ′
t(z)

∂ft(z)
∂t + zf ′

t(z)
.

По (4.4)−(4.8), получаем

ϕ(z, t) =
−ze−t

(
1− e−2t

)
(u′′v − v′′u)− z2

(
1− e−2t

)2
(u′′v′ − v′′u′)

u′v − v′u

= −αz2
(
1− e−2t

)2 [(
α− 1

2

)(
Tf (e

−tz)− Tg(e
−tz)

)
+ Sf (e

−tz)− Sg(e
−tz)

]
− e−tz

(
1− e−2t

) [
(1− 2α)Tf (e

−tz) + 2αTg(e
−tz)

]
.

Заметим, что |e−tz|2 < e−2t для z ∈ D. Используя z для обозначения e−tz, по

(1.5), получаем

|ϕ(z, t)| ⩽
∣∣∣∣α(1− |z|2)2

[
(α− 1

2
)(Tf (z)− Tg(z)) + Sf (z)− Sg(z)

]
(4.9)

+ (1− |z|2)z̄
[
(1− 2α) Tf (z) + 2α Tg(z)

]∣∣∣∣ ⩽ 1,

Объединяя (4.9) и

p(z, t) =
∂ft(z)

∂t

zf ′
t(z)

=
1 + ϕ(z, t)

1− ϕ(z, t)
,

получаем Re p(z, t) > 0. Более того, p(z, t) является аналитической функцией в

D и измеримой в t ⩾ 0. Таким образом, условие (ii) Теоремы 2.1 выполняется.
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Следовательно, ft(z) является стандартной цепью Левнера, и, следовательно,

f(z) = f0(z) является однолистной в D.

Доказательство Теоремы 1.9 Поскольку f , g ∈ A и являются локально

однолистными аналитическими функциями для α ∈ C, мы можем выбрать

ветвь (
f ′(z)

g′(z)

)α

= 1 + ν1z + · · · , α ∈ C,

которая принимает значение 1 при z = 0. Определим ft(z) : D × [0,+∞) → C
через

ft(z) = f(e−tz) + (e2t − 1)

(
f ′(e−tz)

g′(e−tz)

)α

g(e−tz).

Далее докажем, что ft(z) является стандартной цепью Левнера.

Шаг 1. Проверим, что ft(z) удовлетворяет условию (i) Теоремы 2.1.

Очевидно, что ft(z) является аналитической функцией в D и удовлетворяет

условиям f0(z) = f(z), f ′
t(0) = et. Поскольку

e−tft(z) = e−tf(e−tz) + (et − e−t)

(
f ′(e−tz)

g′(e−tz)

)α

g(e−tz) = z + · · · ,

имеем, что limt→+∞ e−tft(z) = z, откуда следует, что {e−tft(z)}t⩾0 является

нормальным семейством. Следовательно, для любого r0 ∈ (0, 1), существует

константа K0 > 0 такая, что |ft(z)| ⩽ K0e
t для всех |z| < r0 и t ⩾ 0. Более того,

для каждого z ∈ D, ft(z) ∈ C∞([0,+∞)), поэтому ft(z) локально абсолютно

непрерывна в t ⩾ 0.

Шаг 2. Проверим, что ft(z) удовлетворяет условию (ii) Теоремы 2.1.

После простых вычислений получаем

∂ft(z)

∂t
=− z(et − e−t)

[
αg

f ′′g′ − f ′g′′

g′2

(f ′

g′

)α−1

+ g′
(f ′

g′

)α]
(4.10)

− ze−tf ′ + 2e2tg
(f ′

g′

)α
,

f ′
t(z) = (et − e−t)

[
αg

f ′′g′ − f ′g′′

g′2

(f ′

g′

)α−1

+ g′
(f ′

g′

)α]
+ e−tf ′,(4.11)

где f ′, f ′′, g′, g′′ представляют соответственно f ′(e−tz), f ′′(e−tz), g′(e−tz), g′′(e−tz).

Чтобы доказать, что существует измеримая функция p(z, t) по отношению

к t , такая что ℜp(z, t) > 0 и выполняется уравнение (2.1) , предположим, что

ϕ(z, t) =
∂ft(z)

∂t − zf ′
t(z)

∂ft(z)
∂t + zf ′

t(z)
.(4.12)
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Из (4.10)−(4.12), получаем

ϕ(z, t) =− ze−t (1− e−2t)
[
α
( g′
f ′

)α−1(f ′′

f ′ − g′′

g′

)]
− ze−t g

′

g

{
1 + e−2t

[( g′
f ′

)α−1

− 1
]}

+ 1.

Заметим, что |e−tz|2 < e−2t для z ∈ D. Используя z для обозначения e−tz, по

(1.6), имеем

|ϕ(z, t)| ⩽
∣∣∣∣α( g′f ′

)α−1

z (1− |z|2)(Tf − Tg) +
{
1 + |z|2

[( g′
f ′

)α−1

− 1
]}

z
g′

g
− 1

∣∣∣∣
(4.13)

⩽k < 1.

Объединяя (4.13) и

p(z, t) =
∂ft(z)

∂t

zf ′
t(z)

=
1 + ϕ(z, t)

1− ϕ(z, t)
,(4.14)

имеем, что ℜp(z, t) > 0. Более того, p(z, t) измерима в t ⩾ 0 является анали-

тической в D, поскольку |ϕ(z, t)| < 1 и (g′/f ′)α−1является аналитической в D.

Следовательно, (ii) в Теореме 2.1 выполняется. Тогда ft(z) является стандарт-

ной цепью Левнера, а f(z) = f0(z) - однолистной в D.

Из (4.13) и (4.14), получаем, что∣∣∣∣p(z, t)− 1

p(z, t) + 1

∣∣∣∣ = |ϕ(z, t)| ⩽ k.

Затем, согласно критерию расширения Беккера, получаем, что ft(z) допускает

k-квазиконформное расширение на C. В частности, f(z) = f0(z) ∈ Sk.

5. Приложение

По расширению Беккера, мы имеем SB
k ⊆ Sk. Ключевой проблемой, привле-

кающей значительное внимание, является нахождение наибольшего k∗ ∈ (0, 1)

с таким свойством, что для любого k ∈ (0, k∗) существует q(k) ∈ (0, 1) такое,

что Sk ⊆ SB
q(k). Исходя из критерия Беккера и того факта, что ||Tf || ⩽ 6k для

f ∈ Sk, следует, что k∗ ⩾ 1/6. Впоследствии Гуменюк [28] получил k∗ ⩾ 1/3.

До этого, чтобы улучшить нижнюю границу k∗, Гуменюк и Хотта [19] внесли

изменение в критерий Альфорса.

Теорема 5.1 ([19]). Пусть k ∈ (0, 1) и f(z) = z + a2z
2 + · · · ∈ A. Для всех

z ∈ D, если

2
(
1− |z|2

)
|z| |a2|+

(
1− |z|2

)2∣∣∣a22 + 1

2
Sf (z)

∣∣∣ ⩽ k,(5.1)

30



ПРИМЕНЕНИЯ ЦЕПЕЙ ЛЕВНЕРА В ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЯХ ...

тогда f ∈ SB
k , с расширением Беккера, заданным как F (z) = Φ(z, 1/z̄) для всех

z ∈ C\D, где

Φ(z, w) := f(w) +
f ′(w)

1
z−w + a2 − 1

2
f ′′(w)
f ′(w)

.(5.2)

Далее обобщая результаты Гуменюка и Хотты [19] , мы получаем модифи-

кацию (ii) в Теореме 1.1.

Теорема 5.2. Пусть k ∈ (0, 1) и f(z) = z + a2z
2 + · · · ∈ A. Для c ∈ C с |c| ⩽ k

и всех z ∈ D, если

2
(
1− |z|2

)
|z| |a2|+

∣∣∣ (1− |z|2
)2

1− c

z

z̄

(
a22 +

1

2
Sf (z)

)
− c|z|2

∣∣∣ ⩽ k,(5.3)

тогда f ∈ S̃B
k , с расширением Беккера, заданным как F (z) = Φ(z, 1/z̄) для всех

z ∈ C\D, где

Φ(z, w) := f(w) +
f ′(w)

1−c
z−w + a2 − 1

2
f ′′(w)
f ′(w)

.(5.4)

Наши аргументы Теоремы 5.2 будут в значительной степени основаны на

результатах, доказанных Гуменюком и Хоттой [19, Теорема 6.1]. Для удобства

мы изложим их в модифицированном виде, необходимом для наших целей.

Фактически, проверив доказательство Теоремы 6.1 в [19] слово за словом, мы

можем изменить f ∈ SB
k на f ∈ S̃B

k , когда условие φ(0, 0) = 0 заменяется на

φ(0, 0) = c ∈ C.

Лемма 5.1 ([19]). Пусть f — голоморфная функция в D с условиями f(0) = 0

и f ′(0) = 1. Предположим, что существует мероморфная функция Φ опре-

делённая в C × D которая удовлетворяет следующей задаче с начальными

условиями для уравнения в частных производных (УЧП):
∂Φ(z, w)

∂w
= φ(z, w)

∂Φ(z, w)

∂z
, (z, w) ∈ C× D,(5.5)

с начальными условиями:

Φ(z, z) = f(z), z ∈ D.(5.6)

Здесь, φ - мероморфная функция в C × D и удовлетворяет следующим свой-

ствам:

(i) φ(0, 0) = c ∈ C (c = 0);

(ii) r|φ(w/r,w)| ⩽ k для всех w ∈ D и всех r ∈ (|w|2, 1).

Кроме того, предположим, что существуют константы ε ∈ (0, 1) и M > 0

такие, что

|Φ(z, w)| ⩽ M |z|, когда |w| ⩽ |z| и |zw| ⩽ ε2.(5.7)
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Тогда f допускает k-квазиконформное расширение Беккера, которое зада-

ется следующим образом:

F (z) := Φ(z, 1/z̄), |z| > 1.(5.8)

В частности, мы имеем f ∈ S̃B
k (f ∈ SB

k ).

Доказательство Теоремы 5.2. Чтобы доказать Теорему 5.2, нам нужно

проверить, что Φ заданное в (5.4), удовлетворяет всем условиям Леммы. 5.1.

Пусть φ(z, w) := 2a2(z−w)+ (z−w)2

1−c

(
a22 +

1
2Sf (w)

)
− c, тогда имеем φ(0, 0) =

−c, что означает, что выполняется условие (i) Леммы 5.1 . Кроме того, по-

скольку выполняется (5.3) , имеем

k ⩾2(1− |w|2)|w||a2|+
∣∣∣ (1− |w|2

)2
1− c

w

w̄

(
a22 +

1

2
Sf (w)

)
− c|w|2

∣∣∣
⩾|w|2

∣∣∣2( w

|w|2
− w

)
a2 +

(
w

|w|2 − w
)2

1− c

(
a22 +

1

2
Sf (w)

)
− c
∣∣∣ ⩾ r|φ(w/r,w)|,

где r ∈ (|w|2, 1). Тогда φ(z, w) удовлетворяет условию (ii) Леммы 5.1.

Для φ легко проверить, что Φ удовлетворяет (5.5) и (5.6). Далее мы докажем,

что Φ удовлетворяет (5.7). Поскольку f(w) = w + a2w
2 + a3w

3 + · · · , то

f ′(w) = 1 + 2a2w + 3a3w
2 + · · · , f ′′(w) = 2a2 + 6a3w + · · · .

Очевидно, что для любого w ∈ 1
2D существует K > 1 , такое что

|f ′(w)| ⩽ K и
∣∣∣a2 − 1

2
(f ′′(w)/f ′(w))

∣∣∣ = ∣∣∣(3a3 − 2a22)w + · · ·
∣∣∣ ⩽ K|w|.

Следовательно, всякий раз, когда (z, w) ∈ C × D удовлетворяет неравенствам

|w| ⩽ |z| и |zw| ⩽ ε2 := (1− k)/(4K), имеем

|Φ(z, w)| ⩽ |f(w)|+ |(z − w)f ′(w)|∣∣1− c−K|w| · |z − w|
∣∣ ⩽ K|w|+ 2|z| |f ′(w)|

|1− c| − 2K|zw|

⩽ K|z|+ 2K|z|
|1− c| − 2Kε2

⩽
5 + k − 2|c|
1 + k − 2|c|

K|z| ⩽ M |z|,

где |c| ⩽ k и M > 0. Тогда Φ удовлетворяет условию (5.7).

Благодарность. Авторы выражают благодарность рецензенту за вниматель-

ное прочтение рукописи и ценные замечания.

Abstract. In this paper, Loewner chain theory and criteria of univalency and

quasiconformal extensibility for analytic functions on the unit disk are investigated.

By replacing the pre-Schwarzian derivative with the Schwarzian derivative, we

obtain results analogous to those of Hotta [Publ. Math. Debrecen. 82 (2013), pp.

473-483]. Furthermore, by constructing various Loewner chains, we generalize and

provide uniform proofs of several known criteria of univalency and quasiconformal
32
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extensibility. As an application of Loewner chains, we make a modification of the

Ahlfors’s criterion involving a complex constant c.
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