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АННОТАЦИЯ. Пусть векторно-значный сублинейный оператор удовлетворяет усло-
вию размера и является ограниченным в взвешенных пространствах Лебега с переменным
показателем. Тогда мы получаем его ограниченность в взвешенных гранд пространствах
Герца-Моррея с переменными показателями. Далее мы вводим взвешенные гранд простран-
ства Герца-Моррея-Трибеля-Лизоркина с переменными показателями и даем их эквивалент-
ные квазинормы через максимальные функции.
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1. введение

Теория пространств функций с переменным показателем быстро развива-

лась после того, как Ковачик и Ракосник [1] сформулировали основные свой-

ства пространств Лебега с переменным показателем. В частности, в [2] – [6]

была изучена ограниченность максимального оператора Харди-Литтлвуда в

пространствах Лебега с переменным показателем. Круз-Урибе, Фиоренца и

Нойгебауэр [7] расширили классический вес Мукенхупта Ap в [8] до переменно-

го показателя и доказали эквивалентность между условием веса Ap(·) и огра-

ниченностью максимального оператора Харди-Литтлвуда в соответствующем

взвешенном пространстве Лебега с переменным показателем.

Ограниченность некоторых сублинейных операторов, в том числе макси-

мального оператора Харди-Литтлвуда, в последнее время рассматривалась мно-

гими авторами. Более того, ограниченность некоторых сублинейных операто-

ров в взвешенных переменных пространствах Герца-Моррея была получена

1Работа поддержана Национальным фондом естественных наук Китая (гранты №
12161022 и 12061030) и Научно-техническим проектом Гуанси (Guike AD23023002).
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Вангом и Шу в [9]. Затем ограниченность векторно-значных сублинейных опе-

раторов в взвешенных пространствах Герца-Моррея с переменными показате-

лями была доказана в [10]. Далее были введены гранд пространства Герца с

переменной, и ограниченность сублинейных операторов в них была получе-

на Нафисом, Рафейро и Зайгумом в [11]. Наконец, были введены взвешенные

гранд пространства Герца-Моррея, и ограниченность сублинейных операторов

и их многолинейных коммутаторов в них была получена Чжаном, Хэ и Чжаном

в [12].

Смешав пространства Герца, пространства Бесова и пространства Трибеля-

Лизоркина, Ян и третий автор статьи [13, 14] ввели пространства Бесова типа

Герца и пространства Трибеля-Лизоркина. Затем Ши и третий автор статьи

[15] расширили их до переменных показателей и получили их эквивалентные

квазинормы.

Вдохновленные упомянутыми работами, в данной статье мы рассматрива-

ем ограниченность векторно-значных сублинейных операторов в взвешенных

гранд пространствах Герца-Моррея с переменными показателями и вводим

взвешенные гранд пространства Герца-Моррея-Трибеля-Лизоркина с перемен-

ными показателями. План статьи следующий. В разделе 2 мы собираем неко-

торые обозначения. В разделе 3 мы даем ограниченность векторно-значных

сублинейных операторов в взвешенных гранд пространствах Герца-Моррея с

переменными показателями. В разделе 4, мы представляем взвешенные гранд

пространства Герца-Моррея-Трибеля-Лизоркина с переменным показателем и

получаем их эквивалентные квазинормы с помощью максимальных операторов

Питре.

Теперь дадим некоторые обозначения. Пусть N — множество всех натураль-

ных чисел и N0 = N ∪ {0}. Пусть Z — множество всех целых чисел. Пусть Rn

n-мерное евклидово пространство, где n ∈ N. В дальнейшем C обозначает по-

ложительные константы, но может меняться от строки к строке. Для любых

величин A и B, если существует константа C > 0 такая, что A ≤ CB, запи-

шем A ≲ B. Если A ≲ B и B ≲ A, запишем A ∼ B. Для любого k ∈ Z, мы

определяем Bk := {x ∈ Rn : |x| ≤ 2k}, Dk := Bk\Bk−1 = {x ∈ Rn : 2k−1 <

|x| ≤ 2k}, χk := χDk
, χ̃m = χm, m ≥ 1, χ̃0 = χB0

. Для измеримой функции

q(·) в Rn , принимающей значения в (0,∞), обозначим q− := ess infx∈Rn p(x),

q+ := ess supx∈Rn q(x). Множество P(Rn) состоит из всех q(·) , удовлетворяю-

щих q− > 1 и q+ < ∞; P0(Rn) состоит из всех q(·) , удовлетворяющих q− > 0

и q+ <∞.
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2. Обозначения и предварительные замечания

В этом разделе мы сначала вспомним некоторые определения и обозначения.

Пусть q(·) ∈ P0(Rn). Тогда пространство Лебега с переменным показателем

Lq(·)(Rn) определяется как множество всех измеримых функций f , таких что

∥f∥Lq(·)(Rn) := inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

(
|f(x)|
λ

)q(x)

dx ≤ 1

}
<∞.

Пусть p(·) ∈ P(Rn) и w — вес, который является неотрицательной изме-

римой функцией в Rn. Тогда взвешенное пространство Лебега с переменным

показателем Lq(·)(w) является множеством всех комплекснозначных измери-

мых функций f таких, что fw ∈ Lq(·)(Rn). Пространство Lq(·)(w) является

банаховым пространством, обладающим нормой

∥f∥Lq(·)(w) := ∥fw∥Lq(·)(Rn).

Пусть q(·) ∈ P0(Rn). Множество Lq(·)
loc (w) состоит из всех измеримых функ-

ций f ,таких что fχK ∈ Lq(·)(w)(Rn) для всех компактных подмножеств K ⊂
Rn. Обозначим через L∞(Rn) множество всех измеримых функций f , таких

что ∥f∥L∞ := ess supy∈Rn |f(y)| <∞.

Пусть f ∈ L1
loc(Rn). Тогда стандартная максимальная функция Харди-Литтлвуда

f определяется следующим образом:

Mf(x) := sup
B∋x

1

|B|

∫
B

|f(y)|dy, ∀x ∈ Rn,

где супремум берется по всем шарам, содержащим x в Rn. Мы также опреде-

ляем Mt(f) := (M(|f |t))1/t, t ∈ (0,∞).

Определение 2.1. Пусть α(·) — вещественная измеримая функция в Rn.

(i) Функция α(·) является локально лог-Гёльдерово непрерывная, если су-

ществует константа Clog(α) , такая что

|α(x)− α(y)| ≤ Clog(α)

log(e+ 1/|x− y|)
, x, y ∈ Rn, |x− y| < 1

2
.

Обозначим через C log
loc (Rn) множество всех локально лог-Гёльдерово непрерыв-

ных функций.

(ii) Функция α(·) является лог-гёльдеровской непрерывной в начале, если

существует константа C0 такая, что

|α(x)− α(0)| ≤ C0

log(e+ 1/|x|)
, ∀x ∈ Rn.

Обозначим через C log
0 (Rn) множество всех локально лог-Гёльдерово непрерыв-

ных функций в начале.
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(iii) Функция α(·) является лог-гёльдеровской непрерывной в бесконечности,

если существует α∞ ∈ R и константа C∞ такие, что

|α(x)− α∞| ≤ C∞

log(e+ |x|)
, ∀x ∈ Rn.

Обозначим через C log
∞ (Rn) множество всех локально лог-Гёльдерово непрерыв-

ных функций в бесконечности.

(iv) Функция α(·) является глобально лог-гёльдеровской непрерывной, если

α(·) являются как локально лог-Гёльдерово непрерывными, так и лог-Гёльдерово

непрерывными в бесконечности. Обозначим через C log(Rn) множество всех ло-

кально лог-Гёльдерово непрерывных функций.

Определение 2.2. Пусть q(·) ∈ P(Rn), а неотрицательная измеримая функ-

ция w говорят, что она принадлежит Aq(·), если

∥w∥Aq(·) := sup
all ball B⊂Rn

1

|B|
∥wχB∥Lq(·)(Rn)∥w−1χB∥Lq′(·)(Rn) <∞.

Определение 2.3. Пусть w - веса в Rn, q(·) ∈ P(Rn), p ∈ (1,∞), λ ∈ [0,∞),

α(·) ∈ L∞(Rn) и θ > 0. Однородное взвешенное пространство Герца-Моррея

MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ (w) определяется следующим образом:

MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ (w) :=

{
f ∈ L

q(·)
loc (R

n \ {0}, w) : ∥f∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

<∞
}
,

где

∥f∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

:= sup
δ>0

sup
k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=−∞

∥∥2kα(·)fχk

∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

.

Лемма 2.1 (см. [12, Лемма 4.1]). Пусть w - вес в Rn, q(·) ∈ P(Rn), p ∈ (1,∞),

λ ∈ [0,∞), α(·) ∈ L∞(Rn) и θ > 0. Если α(·) ∈ C log
0 (Rn) ∩ C log

∞ (Rn), тогда для

всех f ∈ L
q(·)
loc (Rn\{0}, w),

∥f∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

∼ max

{
sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)
∥∥fχk

∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

,

sup
δ>0

sup
k0>0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

−1∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)
∥∥fχk

∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

+ δθ
k0∑
k=0

2kα∞p(1+δ)
∥∥fχk

∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

}
.

Следующая лемма была доказана Ноем и Идзуки в [16].

Лемма 2.2. Если q(·) ∈ C log(Rn) ∩ P(Rn) и w ∈ Aq(·), тогда существуют

константы δ1, δ2 ∈ (0, 1) и C > 0 , такие, что для всех шаров B из Rn и для
6
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всех измеримых подмножеств S ⊂ B,

∥χS∥Lq(·)(w)

∥χB∥Lq(·)(w)

≤ C

(
|S|
|B|

)δ1

и
∥χS∥Lq′(·)(w−1)

∥χB∥Lq′(·)(w−1)

≤ C

(
|S|
|B|

)δ2

.

3. Ограниченность векторно-значного сублинейного оператора в

взвешенных пространствах Герца-Моррея

В этом разделе мы приводим ограниченность векторно-значных сублиней-

ных операторов в взвешенных пространствах Герца-Моррея с переменными

показателями.

Теорема 3.1. Пусть r, p ∈ (1,∞), q(·) ∈ C log(Rn) ∩ P(Rn), θ > 0, α(·) ∈
L∞(Rn) ∩C log

0 (Rn) ∩C log
∞ (Rn), w ∈ Aq(·) и −nδ1 < α(0), α∞ < nδ2, где δ1, δ2 ∈

(0, 1) — константы Леммы 2.2 для q(·). Предположим, что T является суб-

линейным оператором, удовлетворяющим условию размера,

|Tf(x)| ≤ C

∫
Rn

|x− y|−n|f(y)|dy(3.1)

для всех f ∈ L1
loc(Rn) и п.в. x /∈ supp f . Если сублинейный оператор T удо-

влетворяет векторно-значному неравенству в Lq(·)(w),

(3.2)
∥∥∥∥( ∞∑

j=1

|Tfj |r
) 1

r
∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≤ C

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r
∥∥∥∥
Lq(·)(w)

для всех последовательностей локально интегрируемых функций {fj}∞j=1 в

Rn, тогда

(3.3)
∥∥∥∥( ∞∑

j=1

|Tfj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

≤ C

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

.

где константа C > 0 не зависит от {fj}∞j=1.

Лемма 3.1 (см. [17, Следствие 3.2]). Пусть q(·) ∈ P(Rn) и w - вес. Если

максимальный оператор M ограничен в Lq(·)(w) и Lq′(·)(w−1) и r ∈ (1,∞), то

существует положительная константа C такая, что∥∥∥∥( ∞∑
j=1

(Mfj)
r

) 1
r
∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≤ C

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r
∥∥∥∥
Lq(·)(w)

.

Из Теоремы 3.1 и Леммы 3.1 получаем следующее следствие.

Следствие 3.1. Пусть r, p ∈ (1,∞), q(·) ∈ C log(Rn) ∩ P(Rn), θ > 0, α(·) ∈
L∞(Rn) ∩C log

0 (Rn) ∩C log
∞ (Rn), w ∈ Aq(·) и −nδ1 < α(0), α∞ < nδ2, где δ1, δ2 ∈

(0, 1) константы Леммы 2.2 для q(·). Тогда∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|Mfj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

≤ C

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

,
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где константа C > 0 не зависит от локально интегрируемых функций {fj}∞j=1

в Rn.

Доказательство Теоремы 3.1. Поскольку ограниченные функции с компакт-

ной поддержкой являются плотными вMK̇
α(·),p),θ
q2(·),λ (w), мы рассматриваем толь-

ко f как ограниченную функцию с компактной поддержкой и записываем

fj(x) =

∞∑
l=−∞

f ljχl =:

∞∑
l=−∞

f lj , j ∈ N.

По Лемме 2.1 имеем∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|Tfj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

∼ max

{
sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λ×

(
δθ

k0∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ ∞∑
l=−∞

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

,

sup
δ>0

sup
k0>0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

−1∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ ∞∑
l=−∞

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

+ δθ
k0∑
k=0

2kα∞p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ ∞∑
l=−∞

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

}
=: max{E,F +G}.

Поскольку оценка F аналогична оценке E, то достаточно получить, что E

и G ограничены в взвешенных гранд пространствах Герца-Моррея с перемен-

ными показателями. Легко видеть, что

E ≲
3∑

i=i

Ei и G ≲
3∑

i=i

Gi,

где

E1 := sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ k−2∑
l=−∞

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

,

E2 := sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ k+1∑
l=k−1

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

,

E3 := sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ ∞∑
l=k+2

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

,

G1 := sup
δ>0

sup
k0>0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=0

2kα∞p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ k−2∑
l=−∞

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

.

G2 := sup
δ>0

sup
k0>0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=0

2kα∞p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ k+1∑
l=k−1

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

.

8
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G3 := sup
δ>0

sup
k0>0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=0

2kα∞p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ ∞∑
l=k+2

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

.

Если l ≤ k−2, то мы делаем вывод, что |x−y| ≥ |x|−|y| > 2k−1−2l ≥ 2k−2, x ∈
Dk, y ∈ Dl. Тогда из (3.1) для ∀x ∈ Dk, имеем

|Tf lj(x)| ≲ 2−kn

∫
Rn

|f lj(y)|dy.

Таким образом, согласно неравенству Минковского, неравенству Гельдера, Опре-

делению 2.2 и Лемме 2.2, получаем

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ k−2∑
l=−∞

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

( k−2∑
l=−∞

2−kn

∫
Rn

|f lj(y)|dy
)r) 1

r

χk

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲

∥∥∥∥ k−2∑
l=−∞

2−kn

∫
Rn

( ∞∑
j=1

|f lj(y)|r
) 1

r

dyχk

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲
k−2∑

l=−∞

2−kn∥χBk
∥Lq(·)(w)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|f lj |r
) 1

r

wχl

∥∥∥∥
Lq(·)(Rn)

∥χlw
−1∥Lq′(·)(Rn)

≲
k−2∑

l=−∞

2−kn|Bk|∥χBk
∥−1
Lq′(·)(w−1)

∥χBl
∥Lq′(·)(w−1)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲
k−2∑

l=−∞

2(l−k)nδ2

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

.

(3.4)

Если l ≥ k+2, то мы делаем вывод, что |x−y| ≥ |y|−|x| > 2l−2, x ∈ Dk, y ∈ Dl.

Для ∀x ∈ Dk, поскольку сублинейный оператор T удовлетворяет (3.1), то имеем

|Tf lj(x)| ≲ 2−ln

∫
Rn

|f lj(y)|dy.

Таким образом, согласно неравенству Минковского, неравенству Гельдера, Опре-

делению 2.2 и Лемме 2.2, получаем
9



С. ВАНГ, П. ГУО, ДЖ. СЮЙ

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ ∞∑
l=k+2

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

( ∞∑
l=k+2

2−ln

∫
Rn

|f lj(y)|dy
)r) 1

r

χk

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲

∥∥∥∥ ∞∑
l=k+2

2−ln

∫
Rn

( ∞∑
j=1

|f lj(y)|r
) 1

r

dyχk

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲
∞∑

l=k+2

2−ln∥χBk
∥Lq(·)(w)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

wχl

∥∥∥∥
Lq(·)(Rn)

∥χlw
−1∥Lq′(·)(Rn)

≲
∞∑

l=k+2

2−ln|Bl|∥χBk
∥Lq(·)(w)∥χBl

∥−1
Lq(·)(w)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲
∞∑

l=k+2

2(k−l)nδ1

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

.(3.5)

Оценим E1. Поскольку ε1 = nδ2 − α(0) > 0 и (3.4) и неравенство Гельдера,

получаем

(
δθ

k0∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)

( k−2∑
l=−∞

2(l−k)nδ2

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

≲

(
δθ

k0∑
k=−∞

( k−2∑
l=−∞

2α(0)l2(l−k)ε1

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

≲

(
δθ

k0∑
k=−∞

( k−2∑
l=−∞

2α(0)lp(1+δ)2(l−k)ε1p(1+δ)/2

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

)

×
( k−2∑

l=−∞

2(l−k)ε1(p(1+δ))′/2

) p(1+δ)

(p(1+δ))′
) 1

p(1+δ)

≲

(
δθ

k0∑
l=−∞

2α(0)lp(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

.

Следовательно

E1 ≲

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

.
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Оценим E2. Для k−1 ≤ l ≤ k+1, ∀x ∈ Dk, поскольку T удовлетворяет (3.2),

то по неравенству Минковского получаем∥∥∥∥( ∞∑
j=1

∣∣∣∣ k+1∑
l=k−1

Tf lj

∣∣∣∣r) 1
r

χk

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲

∥∥∥∥ k+1∑
l=k−1

( ∞∑
j=1

|Tf lj |r
) 1

r

χk

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲
k+1∑

l=k−1

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|Tf lj |r
) 1

r

χk

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

≲
k+1∑

l=k−1

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

.(3.6)

Таким образом, из (3.6) получаем

E2 ≲ sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)
k+1∑

l=k−1

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

≲ sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0+1∑
l=−∞

2lα(0)p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

≲

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

.

Оценим E3. Из (3.5) получаем

E3 ≲ sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λE3,1 + sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λE3,2,

где

E3,1 :=

(
δθ

k0∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)

( −1∑
l=k+2

2(k−l)nδ1

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

и

E3,2 :=

(
δθ

k0∑
k=−∞

2kα(0)p(1+δ)

( ∞∑
l=0

2(k−l)nδ1

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

.

Оценим E3,1. Поскольку ε2 = nδ1 + α(0) > 0 и из неравенства Гельдера,

получаем

E3,1 ≲

(
δθ

k0∑
k=−∞

( −1∑
l=k+2

2α(0)l2(k−l)ε2

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

≲

(
δθ

k0∑
k=−∞

( −1∑
l=k+2

2α(0)lp(1+δ)2(k−l)ε2p(1+δ)/2

×
∥∥∥∥( ∞∑

j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

)( −1∑
l=k+2

2(k−l)ε2(p(1+δ))′/2

) p(1+δ)

(p(1+δ))′
) 1

p(1+δ)

≲

(
δθ

k0∑
l=−∞

2α(0)lp(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

.
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Оценим E3,2. Поскольку ε3 = nδ1 + α∞ > 0 и из неравенства Гельдера,

получаем

E3,2 ≲

(
δθ

k0∑
k=−∞

2k(α(0)+nδ1)p(1+δ)

( ∞∑
l=0

2−lnδ1

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

≲

(
δθ
( ∞∑

l=0

2lα∞2−lε3

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

≲

(
δθ
( ∞∑

l=0

2lα∞p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

)( ∞∑
l=0

2−lε3(p(1+δ))′
) p(1+δ)

(p(1+δ))′
) 1

p(1+δ)

.

Следовательно, имеем

E3 ≲

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

.

Оценим G1. Из (3.4), получаем

G1 ≲ sup
δ>0

sup
k0>0,k0∈Z

G1,1 + sup
δ>0

sup
k0>0,k0∈Z

G1,2,

где

G1,1 := 2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=0

2kα∞p(1+δ)

( −1∑
l=−∞

2(l−k)nδ2

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

и

G1,2 := 2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=0

2kα∞p(1+δ)

( k−2∑
l=0

2(l−k)nδ2

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

Оценим G1,1. Поскольку ε4 = nδ2 − α(0) > 0, α∞ − nδ2 < 0 и из неравенства

Гельдера, получаем

G1,1 ≲

(
δθ

k0∑
k=0

2k(α∞−nδ2)p(1+δ)

( −1∑
l=−∞

2lnδ2
∥∥∥∥( ∞∑

j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

≲ 2−k0λ

(
δθ
( −1∑

l=−∞

2lnδ2
∥∥∥∥( ∞∑

j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

)p(1+δ)) 1
p(1+δ)

≲ 2−k0λ

(
δθ
( −1∑

l=−∞

2lα(0)
∥∥∥∥( ∞∑

j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥
Lq(·)(w)

2lε4
)p(1+δ)) 1

p(1+δ)

≲ 2−k0λ

(
δθ
( −1∑

l=−∞

2lα(0)p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

)( −1∑
l=−∞

2lε4(p(1+δ))′
) p(1+δ)

(p(1+δ))′
) 1

p(1+δ)

≲ 2−k0λ

(
δθ
( −1∑

l=−∞

2lα(0)p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

)) 1
p(1+δ)

.

Оценим G1,2. Используя тот же аргумент, что и для E1 а также тот факт, что

ε5 = nδ2 − α∞ > 0, мы получаем желаемый результат. Таким образом, мы
12
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получаем

G1 ≲

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

.

Оценим G2. Из (3.6) получаем

G2 ≲ sup
δ>0

sup
k0>0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0∑
k=0

2kα∞p(1+δ)
k+1∑

l=k−1

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

≲ sup
δ>0

sup
k0≤0,k0∈Z

2−k0λ

(
δθ

k0+1∑
l=0

2lα∞p(1+δ)

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r

χl

∥∥∥∥p(1+δ)

Lq(·)(w)

) 1
p(1+δ)

≲

∥∥∥∥( ∞∑
j=1

|fj |r
) 1

r
∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ (w)

.

Оценим G3. Используя тот же аргумент, что и для E3,1, а также тот факт, что

ε6 = nδ1 + α∞ > 0, мы получаем желаемый результат.

Объединяя оценки E, F и G, получаем (3.3). □

4. Характеристики пространств Герца-Моррея-Лизоркина-Трибеля

В этом разделе мы представляем взвешенные пространства Герца-Моррея-

Трибеля-Лизоркина с переменным показателем и получим их эквивалентные

квазинормы. Далее, для удобства, взвешенные пространства Герца-Моррея

MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ (w) обозначим MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w . Для дальнейшего рассмотрения вспом-

ним некоторые обозначения.

Пусть S(Rn) — пространство Шварца быстро убывающих функций в Rn и

S ′(Rn) пространство обобщённых функций медленного роста в Rn. Для f ∈
S(Rn), пусть Ff или f̂ обозначает преобразование Фурье функции f , опреде-

ляемое следующим образом

Ff(ξ) = f̂(ξ) := (2π)−n/2

∫
Rn

e−ixξf(x)dx, ξ ∈ Rn,

где f∨(ξ) = f̂(−ξ) обозначает обратное преобразование Фурье от f .

Определение 4.1. Пусть ϕ0 - функция в S(Rn) удовлетворяющая ϕ̂0(x) = 1

для |x| ≤ 1 и ϕ̂0(x) = 0 для |x| ≥ 2. Положим ϕ̂(x) = ϕ̂0 − ϕ̂0(2x) и ϕ̂j(x) =

ϕ̂(2−jx) для всех j ∈ N. Тогда {ϕ̂j}j∈N0
является гладким диадическим разре-

шением единицы и
∑∞

j=0 ϕ̂j(x) = 1 для всех x ∈ Rn.

Определение 4.2. Пусть q(·) ∈ P(Rn), p ∈ (1,∞), λ ∈ [0,∞), α(·) ∈ L∞(Rn),

θ > 0, s ∈ R и β ∈ (0,∞). Более того, пусть {ϕj}∞j=0 будет системой, как в Опре-

делении 4.1 и w - весом. Взвешенное пространство Герца-Моррея-Трибеля-

Лизоркина с переменными показателями MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w F s

β(Rn) определяется как

13
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множество всех f ∈ S ′(Rn) , таких что

∥f∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

:= ∥{2jsϕj ∗ f}∞j=0∥MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w

(ℓβ)
<∞.

Определение 4.3. Пара функций (ϕ,Φ) называется допустимой, если ϕ, Φ ∈
S(Rn) удовлетворяют

(4.1) supp ϕ̂ ⊆ {ξ ∈ Rn : 2−1 ≤ |ξ| ≤ 2} и |ϕ̂| ≥ C > 0 когда
3

5
≤ |ξ| ≤ 5

3

и

(4.2) supp Φ̂ ⊆ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 2} и |Φ̂| ≥ C > 0 когда |ξ| ≤ 5

3
,

где C — положительная константа, независимая от ξ ∈ Rn. Во всей статье мы

устанавливаем ϕ̃(x) := ϕ(−x).

Следующие две леммы взяты из [18, Леммы 2.41 и 2.45].

Лемма 4.1. Пусть x ∈ Rn, N > 0, m > n и ω ∈ S(Rn). Тогда существует

положительная константа C , независимая от N и x, такая, что для всех

f ∈ L1
loc(Rn), |ωN ∗ f(x)| ≤ CMf(x), где ωN = Nnω(N ·).

Лемма 4.2. Пусть r,R,N > 0, m > n и ϑ, ω ∈ S(Rn) с supp Fω ⊂ {ξ ∈
Rn : |ξ| ≤ 2}. Тогда существует C = C(r,m, n) > 0, такая, что для всех

g ∈ S ′(Rn),

|ϑR ∗ ωN ∗ g(x)| ≤ Cmax{1, (N/R)m}(ηN,m ∗ |ωN ∗ g|r(x))1/r, x ∈ Rn,

где ϑR = Rnϑ(R·), ωN = Nnω(N ·) и ηN,m = Nn(1 +N | · |)−m.

В соответствии с [19], при заданной допустимой паре (ϕ,Φ) мы можем вы-

брать другую допустимую пару (ψ,Ψ) таким образом, что

(4.3) FΦ̃(ξ)FΨ(ξ) +

∞∑
ν=1

F ϕ̃(2−νξ)Fψ(2−νξ) = 1, ξ ∈ Rn.

Следующая Лемма является формулой воспроизведения Кальдерона; см.

[20, (12.4)] и [21, Лемма 2.3].

Лемма 4.3. Пусть Φ,Ψ ∈ S(Rn) удовлетворяют (4.1) и ϕ, ψ ∈ S(Rn) удовле-

творяют (4.2) так, что выполняется (4.3) . Тогда для всех f ∈ S ′(Rn),

f = Φ̃ ∗Ψ ∗ f +

∞∑
k=1

ϕ̃k ∗ ψk ∗ f

=
∑

m∈Zn

Φ̃ ∗ f(m)Ψm +

∞∑
k=1

2−kn/2
∑

m∈Zn

ϕ̃k ∗ f(2−km)ψk,m

в S ′(Rn), где Ψm = Ψ(· −m) и ψk,m = 2kn/2ψ(2k · −m), m ∈ Zn, k ∈ N.
14
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Теорема 4.1. Пусть q(·) ∈ P(Rn), p ∈ (1,∞), λ ∈ [0,∞), α(·) ∈ L∞(Rn) ∩
C log

0 (Rn) ∩ C log
∞ (Rn), θ ∈ (0,∞), β ∈ (0,∞], s ∈ Rn, w ∈ Aq(·) и −nδ1 <

α(0), α∞ < nδ2, где δ1, δ2 ∈ (0, 1) - константы Леммы 2.2 для q(·). Умеренное

распределение f принадлежит MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w F s

β(Rn) тогда и только тогда, когда

∥f∥⋆
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

<∞, где

∥f∥⋆
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

:= ∥{2jsϕj ∗ f}∞j=0∥MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w

(ℓβ)
,

ϕ и Φ удовлетворяют (4.1) и (4.2), соответственно, и ϕj = 2jnϕ(2j ·), j ∈ N,

когда j = 0, ϕ0 заменяется на Φ. Более того, квазинормы ∥f∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

и ∥f∥⋆
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

эквивалентны.

Доказательство. Пусть Φ,Ψ ∈ S(Rn) удовлетворяют (4.1) и ϕ, ψ ∈ S(Rn)

удовлетворяют (4.2) таким образом, что выполняется (4.3) . По Лемме 4.3 и,

анализируя условия на носитель, имеем

ϕk ∗ f =

k+1∑
j=k−1

ϕk ∗ ϕ̃j ∗ ψj ∗ f +

{
0 если k ≥ 3

ϕk ∗ Φ̃ ∗Ψ ∗ f, если k ∈ {1, 2}

и

ϕ0 ∗ f = ϕ0 ∗ ϕ̃1 ∗ ψ1 ∗ f + ϕ0 ∗ Φ̃ ∗Ψ ∗ f.

Для j ∈ {k − 1, k, k + 1}, k ≥ 3, по Леммам 4.2 и 4.1 получаем

|ϕk ∗ ϕ̃j ∗ ψj ∗ f | ≲ Mt(ϕ̃j ∗ f), t ∈ (0,∞).

Аналогично, когда k ∈ {0, 1, 2}, имеем

|ϕk ∗ Φ̃ ∗Ψ ∗ f |+ |ϕ0 ∗ ϕ̃1 ∗ ψ1 ∗ f | ≲ Mt(Φ̃ ∗ f) +Mt(ϕ̃1 ∗ f), t ∈ (0,∞).

Возьмем t ∈ (0,min{q−, β}), тогда согласно Следствию 3.1 получаем

∥f∥⋆
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

≲ ∥f∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

.

Противоположное неравенство следует из тех же аргументов. Обратите вни-

мание, что мы используем гладкое разложение единицы (Определение 4.1). На

этом доказательство завершено. □

Следствие 4.1. Пусть {ϖj}j∈N0 и {ϕj}j∈N0 — два разложения единицы. Пусть

q(·) ∈ P(Rn), p ∈ (1,∞), λ ∈ [0,∞), α(·) ∈ L∞(Rn) ∩ C log
0 (Rn) ∩ C log

∞ (Rn),

θ ∈ (0,∞), β ∈ (0,∞], s ∈ Rn, w ∈ Aq(·) и −nδ1 < α(0), α∞ < nδ2, где

δ1, δ2 ∈ (0, 1) - константы в Лемме 2.2 для q(·). Тогда

∥f∥ϖ
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

∼ ∥f∥ϕ
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

∼ ∥f∥⋆
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

.
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Пусть ϕj ∈ S(Rn), j ∈ N0, и a > 0. Для каждой f ∈ S ′(Rn), максимальные

функции Пеетра для f определяются следующим образом:

(4.4) ϕ∗,aj f(x) := sup
y∈Rn

|ϕj ∗ f(y)|
(1 + 2j |x− y|)a

, j ∈ N0.

Теорема 4.2. Пусть {ϕj}j∈N0
- разложения единицы. Пусть q(·) ∈ P(Rn),

p ∈ (1,∞), λ ∈ [0,∞), α(·) ∈ L∞(Rn)∩C log
0 (Rn)∩C log

∞ (Rn), θ ∈ (0,∞), β ∈ (0,∞],

s ∈ R, t ∈ (0,min{q−, β}), w ∈ Aq(·) и −nδ1 < α(0), α∞ < nδ2, где δ1, δ2 ∈ (0, 1)

- константы в Лемме 2.2 для q(·). Если at > n, тогда

∥f∥∗
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

:=

∥∥∥∥( ∞∑
j=0

2jsβ |ϕ∗,aj f |β
)1/β∥∥∥∥

MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ (w)

эквивалентны (квази-)нормам в MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w F s

β(Rn) .

Доказательство. Для любой f ∈ S ′(Rn) покажем, что

∥f∥∗
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

≲ ∥f∥⋆
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

≲ ∥f∥∗
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

.

По определению максимального оператора Пеетра (4.4) получаем, что |ϕj ∗
f(x)| ≲ ϕ∗,aj f(x) что означает, что для любой f ∈ S ′(Rn),

∥f∥⋆
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

≲ ∥f∥∗
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

.

Остается показать, что для любой f ∈ S ′(Rn),

∥f∥∗
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

≲ ∥f∥⋆
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

.

Возьмем t ∈ (0,min{q−, β}), a > n/t и k ∈ N0. Согласно Лемме 4.2 получаем

(4.5) ϕj ∗ f(y) ≲ (ηj,at ∗ |ϕj ∗ f |t(y))1/t, j ∈ N0, y ∈ Rn.

Разделив обе части (4.5) на (1+ 2j |x− y|)a, и в правой части используем нера-

венство,

(1 + 2j |x− z|)a ≤ (1 + 2j |x− y|)a(1 + 2j |y − z|)a, для всех x, y, z ∈ Rn,

а в левой части возьмем супремум y ∈ Rn,

(ϕ∗,aj f(x))t ≲ sup
y∈Rn

∫
Rn

|ϕj ∗ f(z)|t

(1 + 2j |y − z|)at
dz

1

(1 + 2j |x− y|)at

≲
∫
Rn

|ϕj ∗ f(z)|t

(1 + 2j |x− z|)at
dz ∼ ηj,at ∗ |ϕj ∗ f |t(x) ≲ (Mt(ϕj ∗ f))t,

где мы используем Лемму 4.1. По Следствию 3.1 и Теореме 4.1 получаем

∥f∥∗
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

≲

∥∥∥∥( ∞∑
j=0

2jsβ |ϕj ∗ f |β
)1/β∥∥∥∥

MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w

≲ ∥f∥⋆
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

.

Теорема доказана. □
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Лемма 4.4. Пусть q(·) ∈ P(Rn), p ∈ (1,∞), λ ∈ [0,∞), α(·) ∈ L∞(Rn),

θ ∈ (0,∞), β ∈ (0,∞] и w ∈ Aq(·). Для любой последовательности {gj}∞j=0

неотрицательных измеримых функций в Rn обозначим

Gj(x) =

∞∑
k=0

2−|k−j|δgk(x), x ∈ Rn.

Тогда существует положительная константа C = C(q(·), q(·), δ) , такая что

(4.6)
∥∥∥{Gj}∥ℓβj

∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

≤ C
∥∥∥{gk}∥ℓβk∥∥MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

.

Доказательство. По Лемме 2 в [22], взяв нормыMK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w по обеим частям

неравенства, получаем (4.6). □

Пусть k0, k ∈ S(Rn) и S ≥ −1 целое число, такое что для любого ϵ > 0

(4.7) Fk(ξ) > 0 для |ξ| < 2ϵ,

(4.8) Fk(ξ) > 0 для ϵ/2 < |ξ| < 2ϵ

и

(4.9)
∫
Rn

xαk(x)dx = 0 для каждой |α| ≤ S,

где (4.7) и (4.8) являются условиями Таубера, а (4.9) условиями момента на k.

Напомним обозначения.

kt(x) := t−nk(t−1x), kj(x) := k2−j (x), для t > 0 и j ∈ N.

Для любого a > 0, f ∈ S ′(Rn) и x ∈ Rn, определим

(4.10) k∗,aj f(x) := sup
y∈Rn

|kj ∗ f(x+ y)|
(1 + |y|/j)a

, j > 0.

Теорема 4.3. Пусть q(·) ∈ P(Rn), p ∈ (1,∞), λ ∈ [0,∞), α(·) ∈ L∞(Rn) ∩
C log

0 (Rn)∩C log
∞ (Rn), θ ∈ (0,∞), β ∈ (0,∞], a ∈ R, r ∈ (0,min{q−, β}), s < S+1,

w ∈ Aq(·) и −nδ1 < α(0), α∞ < nδ2, где δ1, δ2 ∈ (0, 1) - константы в Лемме 2.2

для q(·). Предположим, что k0, k ∈ S(Rn) являются функциями, удовлетво-

ряющими (4.7), (4.8) и (4.9). Если ar > n, то пространство MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w F s

β(Rn)

в Определении 4.2 можно охарактеризовать следующим образом

MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w F s

β(Rn) :=
{
f ∈ S ′(Rn) : ∥f∥i

MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

<∞
}
, i = 1, · · · , 5,

где

∥f∥1
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

:= ∥k0 ∗ f∥MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w

+

∥∥∥∥(∫ 1

0

t−sβ |kt ∗ f |β
dt

t

)1/β∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

,

∥f∥2
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

:= ∥k∗0f∥MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w

+

∥∥∥∥(∫ 1

0

t−sβ |k∗,at f |β dt
t

)1/β∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

,
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∥f∥3
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

:= ∥k0 ∗ f∥MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w

+

∥∥∥∥(∫ 1

0

t−sβ

∫
|z|<t

|kt ∗ f |(·+ z)βdz
dt

tn+1

)1/β∥∥∥∥
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

,

∥f∥4
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

:=

∥∥∥∥( ∞∑
j=0

2jsβ |k∗,aj f |β
)1/β∥∥∥∥

MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w

,

∥f∥5
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

:=

∥∥∥∥( ∞∑
j=0

2jsβ |kj ∗ f |β
)1/β∥∥∥∥

MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w

.

Тогда ∥f∥i
MK̇

α(·),p),θ
q(·),λ,w

F s
β (Rn)

, i = 1, · · · , 5, являются эквивалентными (квази-)

нормами в MK̇
α(·),p),θ
q(·),λ,w F s

β(Rn).

Доказательство. По аналогии с доказательством в [23, Теорема 2.6], где

[23, Теорема 2.1 и Лемма 2.13] заменены Следствием 3.1 и Леммой 4.4, мы полу-

чаем желаемый результат. В связи с ограничением объёма статьи подробности

опускаются. □

Примечание 4.1. Аналогично, можно ввести взвешенные гранд пространства

Герца-Моррея-Бесова с переменными показателями. Предоставляем это на усмот-

рение заинтересованных читателей.

Abstract. Let a vector-valued sublinear operator satisfy the size condition and

be bounded on weighted Lebesgue spaces with variable exponent. Then we obtain its

boundedness on weighted grand Herz-Morrey spaces with variable exponents. Next

we introduce weighted grand Herz-Morrey-Triebel-Lizorkin spaces with variable

exponents and provide their equivalent quasi-norms via maximal functions.
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