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Аннотация. В статье рассматривается сходимость специального ряда мо-
дулей разностей коэффициентов Фурье относительно общих ортонормиро-
ванных систем (ОНС) функций из некоторого класса дифференцируемых
функций. Показано, что функции с производными из класса Lip 1 на [0, 1]

имеют сходящиеся ряды такого вида относительно систем Хаара или триго-
нометрической (см. [1, Ch. 2]). Мы доказали, что относительно общих ОНС
этот ряд, вообще говоря, не сходится. Поэтому возникает необходимость най-
ти условие, которое должно быть наложено на функции ОНС, чтобы этот
специальный ряд сходился для функций с производными из класса Lip 1.
Мы также показали, что полученные результаты являются наилучшими из
возможных.
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Ключевые слова: класс функций Липшица; ортонормированная система; ко-
эффициенты Фурье; линейный функционал.

1. Введение

Пусть (φk) – произвольная ортонормированная система (ОНС) на [0, 1] ), и

ε > 0.

Определим коэффициенты Фурье функции f ∈ L2 = L2(0, 1):

Cn(f) =

∫ 1

0

f(x)φn(x) dx, n = 1, 2, . . . .

Пусть

(1.1) An(a) = 2−n
2n−1∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ i
2n

0

Dn(a, x) dx

∣∣∣∣,
где (ε > 0)

Dn(a, x) = Dn(a, ε, x) =

n∑
k=1

akk
3−ε
2

(
ϕk(x)− ϕk+1(x)

)
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и

ϕk(x) =

∫ x

0

φk(t) dt.

Через Lip 1 мы обозначаем пространство функций f (на [0, 1]) с

max
|x−y|≤h

|f(x)− f(y)| = O(h).

Lip 1 – банахово пространство с нормой

∥f∥Lip 1 = ∥f∥C + sup
x,y∈[0,1], x ̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|

,

где C = C(0, 1) – пространство непрерывных на [0, 1] функций, и ∥f∥C норма f

в C.

Через CL обозначим класс функций f с f ′ ∈ Lip 1.

Лемма 1.1 (см. [2]). Пусть f,R ∈ L2, тогда∫ 1

0

f(x)R(x) dx = m

m−1∑
i=1

∫ i
m

i−1
m

(
f(x)− f

(
x+

1

m

))
dx

∫ i
m

0

R(x) dx

+m

∫ 1

1− 1
m

f(x) dx

∫ 1

0

R(x) dx+m

m∑
i=1

∫ i
m

i−1
m

∫ i
m

i−1
m

(f(x)− f(u)) du R(x) dx.(1.2)

Пусть (Xn) – система Хаара на [0, 1]. Тогда, как известно, (см. [1, Гл. 2,

стр. 69]), если m = 2n + k, k = 1, 2, . . . , 2n то

Xm(x) = X2n+k(x) = 2
n
2 , при x ∈

(2k − 2

2n+1
,
2k − 1

2n+1

)
;

Xm(x) = X2n+k(x) = −2
n
2 , при x ∈

(2k − 1

2n+1
,

2k

2n+1

)
;

Xm(x) = X2n+k(x) = 0, при x /∈
[k − 1

2n
,
k

2n
]
;

В точках разрыва функции Хаара равны полусумме односторонных пределов, а

в концах интервала [0, 1] – пределу изнутри.

2. Основные проблемы

Теорема 2.1. Пусть (Xn) – система Хаара. Для любых f ∈ CL и ε > 0,
∞∑
k=1

(
Ck(f)− Ck+1(f)

)2
k3−ε < +∞,

где Ck(f) =
∫ 1

0
f(x)Xk(x) dx.
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Доказательство. Известно, что (см. [3]) для 1 ≤ k < 2n − 1

C2n+k(f)− C2n+k+1(f)

= 2
n
2

∫ 2k+1

2n+1

2k−1

2n+1

(
f

(
x− 1

2n+1

)
− 2f(x) + f

(
x+

1

2n+1

))
dx.

Допустим f ∈ CL. По теореме Лагранжа,

f

(
x− 1

2n+1

)
− f(x) = − 1

2n+1
f ′(yk,n) и

f

(
x+

1

2n+1

)
− f(x) =

1

2n+1
f ′(yk+1,n),

где

yk,n, yk+1,n ∈
(
2k − 1

2n+1
,
2k + 1

2n+1

)
.

Так как f ′ ∈ Lip 1, для k = 1, 2, . . . , 2n − 1,

|f ′(yk+1)− f ′(yk)| = O
(
2−n

)
.

Следовательно,

∣∣∣∣2n
2

∫ 2k+1

2n+1

2k−1

2n+1

(
f
(
x− 1

2n+1

)
− 2f(x) + f

(
x+

1

2n+1

))
dx

∣∣∣∣
≤ 2

n
2

∫ 2k+1

2n+1

2k−1

2n+1

(∣∣∣∣f(x− 1

2n+1

)
− f(x)−

(
f(x)− f

(
x+

1

2n+1

))
dx

∣∣∣∣)
≤ 2

n
2 2−n−1 1

2n
∣∣f ′(yk+1,n)− f ′(yk,n)

∣∣ = O(1)2−
3n
2 2−n = O

(
2−

5n
2

)
.

Следовательно, получаем

2n−1∑
k=1

(
C2n+k(f)− C2n+k+1(f)

)2
(2n + k)3−ε = O(1)2n2−5n23n−εn = O(2−n−εn).

Далее, как известно, если f ′ ∈ Lip 1, то C2n+k(f) = O
(
2−

3
2n
)

и,

∣∣C2n(f)− C2n+1(f)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣2n−1

2

∫ 1− 1
2n

1− 2
2n

(
f(x)− f

(
x+

1

2n

))
dx−

−2
n
2

∫ 1

2n+1

0

(
f(x)− f

(
x+

1

2n+1

))
dx| = O(1)2

n
2
1

2n
1

2n
= O(1)2−

3n
2 .
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Окончательно,

∞∑
m=2

(Cm(f)− Cm+1(f))
2m3−ε =

∞∑
n=0

2n+1∑
k=2n+1

(
Ck(f)− Ck+1(f)

)2
k3−ε

≤
∞∑

n=0

(
C2n(f)−C2n+1(f)

)2
2n(3−ε)+

∞∑
n=0

2n−1∑
k=1

(
C2n+k(f)−C2n+k+1(f)

)2
(2n+k)3−ε

= O(1)

∞∑
n=0

(2−n−nε + 2−nε
)
< +∞.

Теорема доказана. □

Замечание 2.1. Рассмотрим случай g(x) = x. Так как(
x− 1

2n+1

)
− 2x+

(
x+

1

2n+1

)
= 0,

значит (1 ≤ k < 2n − 1)

C2n+k(g)− C2n+k+1(g)

= 2
n
2

∫ 2k+1

2n+1

2k−1

2n+1

(
g

(
x− 1

2n+1

)
− 2g(x) + g

(
x+

1

2n+1

))
dx = 0.

Далее,

C2n(g) = C2n−1+2n−1(g) = 2
n−1
2

∫ 1− 1
2n

1− 2
2n

(
x−

(
x+

1

2n

))
dx

= −2
n−1
2

1

2n
1

2n
= − 1√

2
2

−3n
2

и

C2n+1(g) = 2
n
2

∫ 1− 1

2n+1

0

(
x−

(
x+

1

2n+1

))
dx = −2

n
2

1

2n+1

1

2n+1
= −1

4
2

−3n
2 .

Очевидно, что ∣∣C2n(f)− C2n+1(f)
∣∣ = ( 1√

2
− 1

4

)
2

−3n
2 .

Следовательно,
∞∑

n=1

(
C2n(f)− C2n+1(f)

)2
23n =

(
1√
2
− 1

4

)2 ∞∑
n=1

2−3n23n = +∞.

Теперь очевидно, что условие ε > 0 существенно в теореме 2.1.

Для тригонометрической системы справедливо следующее утверждение (см.

[1, Гл. 2, стр. 117] или [4]).
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Теорема 2.2. Пусть (
√
2 cos 2πn) – ОНС на [0, 1]. Тогда для любых f ∈ CL и

ε > 0,
∞∑
k=1

(
Ck(f)

)2
k3−ε < +∞,

где Ck(f) =
√
2
∫ 1

0
f(x) cos 2πkx dx.

Действительно, интегрируя по частям, легко доказать, что Ck(f) =
1

2πkCk(f
′),

где f ′ ∈ Lip 1 и Ck(f
′) = O( 1k ). Следовательно,

∞∑
k=1

(
Ck(f)

)2
k3−ε = O(1)

∞∑
k=1

1

k2
(
Ck(f

′)
)2
k3−ε

= O(1)
∞∑
k=1

1

k4
k3−ε = O(1)

∞∑
k=1

k−1−ε < +∞.

Замечание 2.2. Из теоремы 2.2 следует, что для тригонометрической си-

стемы
∞∑
k=1

(
Ck(f)− Ck+1(f)

)2
k3−ε < +∞

для f ∈ CL и ε > 0.

Замечание 2.3. Если (Xk) – система Хаара то для u(x) = x и ε ∈ [0, 1],
∞∑
k=1

(
Ck(u)

)2
k3−ε = +∞

где Ck(u) =
∫ 1

0
u(x)Xk(x) dx.

Для k = 2m + s, s = 1, . . . , 2m имеем:

Ck(u) = 2
m
2

∫ 2s−1

2m+1

2s−2

2m+1

(
u(x)− u

(
x+

1

2m+1

))
dx = −2

m
2 2−(2m+2) = −1

4
2

−3m
2 .

Следовательно,
2m+1∑

s=2m+1

(
Cs(u)

)2
s3−ε ≥ 2m(3−ε) · 2m 1

16
2−3m >

1

16
2m(1−ε)

и
∞∑
k=1

(
Ck(u)

)2
k3−ε ≥

∞∑
m=0

2m+1∑
s=2m+1

(
Cs(u))

2s3−ε >
1

2

∞∑
m=0

2m(1−ε) = +∞.

Пусть (φk) – произвольная ОНС на [0, 1]. Возникает вопрос: сходится ли ряд

вида
∞∑
k=1

(
Ck(f)− Ck+1(f)

)2
k3−ε
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для любых ε ∈ (0, 3) и f ∈ CL, где

Ck(f) =

∫ 1

0

f(x)φk(x) dx?

Из теоремы Олевского [5] имеем:

Теорема 2.3. Если (ak) ∈ ℓ2 – произвольная последовательность действитель-

ных чисел, и h(x) = 1 on [0, 1], тогда существует полная ОНС (φk) такая, что

Ck(h) =

∫ 1

0

h(x)φk(x) dx = b · ak, k = 1, 2, . . . ,

где b не зависит от k.

Определим последовательность (ak) следующим образом: a2k = 1
log(2k+1)

√
2k

и

a2k−1 = 0, k = 1, 2, . . . . Тогда,
∞∑
k=1

a2k =

∞∑
k=1

(
1

log(2k + 1)
√
2k

)2

=

∞∑
k=1

1

2k log2(2k + 1)
< +∞.

По теореме 2.3,

C2k(h) =
b

log(2k + 1)
√
2k

and C2k−1(h) = 0, k = 1, 2, . . . .

Тогда, для ε ∈ [0, 3),
∞∑
k=1

(
Ck(h)− Ck+1(h)

)2
k3−ε = b2

∞∑
k=1

1

2k log2(2k + 1)
(2k)3−ε = +∞.

Поэтому, для функции f(x) = 1 (x ∈ [0, 1]) и ε ∈ [0, 3) ряд
∞∑
k=1

(
Ck(f)− Ck+1(f)

)2
k3−ε

не сходится для всех ОНС (φk) .

Следовательно, чтобы для любой функции ряд f ∈ CL (ε > 0)
∞∑
k=1

(
Ck(f)− Ck+1(f)

)2
k3−ε

сходился для ОНС (φk), нам нужно наложить дополнительные условия на функ-

ции φk.

3. Основные результаты

Лемма 3.1. Пусть (φk) – ОНС на [0, 1],
∫ 1

0
φk(x) dx = 0 (k = 1, 2, . . .) и r(x) = x

на [0, 1]. Если lkz (ak) ∈ ℓ2 и для любого ε ∈ (0, 3),

(3.1) lim sup
n

∣∣∣∣ ∫ 1

0

Dn(a, x) dx

∣∣∣∣ = +∞,
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тогда для любого ε ∈ (0, 3),
∞∑
k=1

(
Ck(r)− Ck+1(r)

)2
k3−ε = +∞.

Доказательство. Мы начнем с интегрирования по частям:

Ck(r)− Ck+1(r) =

∫ 1

0

x (φk(x)− φk+1(x)) dx

=

∫ 1

0

x d

∫ x

0

(
φk(t)− φk+1(t)

)
dt dx =

∫ 1

0

(φk(x)− φk+1(x)) dx

−
∫ 1

0

∫ x

0

(
φk(t)− φk+1(t)

)
dt dx = −

∫ 1

0

∫ x

0

(
φk(t)− φk+1(t)

)
dt dx.

Отсюда получим:∣∣∣∣ n∑
k=1

akk
3−ε
2 (Ck(r)− Ck+1(r))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

r(x)

n∑
k=1

akk
3−ε
2 (φk(x)− φk+1(x)) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

n∑
k=1

akk
3−ε
2

∫ x

0

(
φk(t)− φk+1(t)

)
dt dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ 1

0

Dn(a, x) dx

∣∣∣∣.
Согласно (3.1),

lim
n

∣∣∣∣ n∑
k=1

akk
3−ε
2 (Ck(r)− Ck+1(r))

∣∣∣∣ = +∞.

Следовательно, для (ak) ∈ ℓ2, ряд
∞∑
k=1

akk
3−ε
2 (Ck(r)− Ck+1(r))

расходится.

Значит (см. [6]) ((Ck(r)− Ck+1(r)) k
3−ε
2 ) /∈ ℓ2 и для любого ε ∈ (0, 3),

∞∑
k=1

(
Ck(r)− Ck+1(r)

)2
k3−ε = +∞. □

Теорема 3.1. Пусть (φk) – ОНС на [0, 1],
∫ 1

0
φk(x) dx = 0 (k = 1, 2, . . .) и пусть

(ak) – некоторая последовательность чисел. Если для некоторого (ak) ∈ ℓ2, для

любого ε > 0,

(3.2) An(a) = O(1),

Тогда для любой f ∈ CL и любого ε > 0, ряд
∞∑
k=1

(
Ck(f)− Ck+1(f)

)2
k3−ε
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сходится.

Доказательство. В (1.2), подставим m = 2n, f ′ = f и Dn(a, x) = R(x). Тогда

(3.3)
∫ 1

0

f ′(x)Dn(a, x) dx

= 2n
2n−1∑
i=1

∫ i
2n

i−1
2n

(
f ′(x)− f ′

(
x+

1

2n

))
dx

∫ i
2n

0

Dn(a, x) dx

+ 2n
∫ 1

1− 1
2n

f ′(x) dx

∫ 1

0

Dn(a, x) dx

+ 2n
2n∑
i=1

∫ i
2n

i−1
2n

∫ i
2n

i−1
2n

(f ′(x)− f ′(u)) du Dn(a, x) dx = M1 +M2 +M3.

Оценим величины M1, M2 и M3.

a) При f ∈ CL или f ′ ∈ Lip 1, в силу (1.1) и (3.2) имеем: (∆in = [ i−1
2n , i

2n ],

i = 1, . . . , 2n)

|M1| ≤ 2n
2n−1∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ i
2n

i−1
2n

(
f ′(x)− f ′

(
x+

1

2n

))
dx

∫ i
2n

0

Dn(a, x) dx

∣∣∣∣
≤ 2n

1

2n
O

(
1

2n

) 2n−1∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ i
2n

0

Dn(a, x) dx

∣∣∣∣ = O(1)An(a) = O(1).

b) Не умаляя общности можем считать, что (см. лемму 3.1)∣∣∣∣ ∫ 1

0

Dn(a, x) dx

∣∣∣∣ = O(1).

Таким образом,

|M2| ≤ 2n
∫ 1

1− 1
2n

|f ′(x)| dx
∣∣∣∣ ∫ 1

0

Dn(a, x) dx

∣∣∣∣
≤ 2n

1

2n
max
x∈[0,1]

|f ′(x)| O(1) = O(1).

c) Согласно неравенству Бесселя,
∞∑
k=1

ϕ2
k(x) =

∞∑
k=1

(∫ x

0

φk(t) dt

)2

≤ 1,

Применив неравенство Гельдера и условия f ′ ∈ Lip 1 и (ak) ∈ l2, будем иметь

|M3| =
∣∣∣∣2n 2n∑

i=1

∫ i
2n

i−1
2n

∫ i
2n

i−1
2n

(f ′(x)− f ′(u)) duDn(a, x) dx

∣∣∣∣
≤ 2n

1

2n

2n−1∑
i=1

O(2−n) max
1≤i≤2n

∫ i
2n

i−1
2n

|Dn(a, x)| dx
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= O(1)
1√
2n

max
1≤i≤2n

(∫ i
2n

i−1
2n

(Dn(a, x))
2 dx

) 1
2

= O(1)
1√
2n

max
1≤i≤2n

(∫ i
2n

i−1
2n

( n∑
k=1

akk
3−ε
2

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt

)2

dx

) 1
2

= O(1)
1√
2n

max
1≤i≤2n

(∫ i
2n

i−1
2n

( n∑
k=1

a2kk
3−ε

)

×
n∑

k=1

(∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt

)2

dx

) 1
2

= O(1)
1√
2n

n
3−ε
2

( n∑
k=1

a2k

) 1
2

= O(1).

Из a), b), c) и (3.3) получим:

(3.4)
∣∣∣∣ ∫ 1

0

f ′(x)Dn(a, x) dx

∣∣∣∣ = O(1).

Интегрируя по частям, (
∫ 1

0
φk(x) dx = 0, k = 1, 2, . . .), получим

(3.5)
∫ 1

0

f(x) (φk(x)− φk+1(x)) dx =

∫ 1

0

f(x) d

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt dx

= f(1)

∫ 1

0

(φk(x)− φk+1(x)) dx−
∫ 1

0

f ′(x)

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt dx

= −
∫ 1

0

f ′(x)

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt dx.

Таким образом,∣∣∣∣ n∑
k=1

akk
3−ε
2 (Ck(f)− Ck+1(f))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

f(x)

n∑
k=1

akk
3−ε
2 (φk(x)− φk+1(x)) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

f ′(x)

n∑
k=1

akk
3−ε
2

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

f ′(x)Dn(a, x) dx

∣∣∣∣.
Отсюда и из (3.4), ∣∣∣∣ n∑

k=1

akk
3−ε
2 (Ck(f)− Ck+1(f))

∣∣∣∣ = O(1).
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Далее, пусть

dk = |ak|sign (Ck(f)− Ck+1(f)),

тогда для (ak) ∈ ℓ2,
∞∑
k=1

dk(Ck(f)− Ck+1(f)) =

∞∑
k=1

|ak(Ck(f)− Ck+1(f))| < ∞.

Соответственно, для любой (an) ∈ ℓ2, ряд
∞∑
k=1

akk
3−ε
2 (Ck(f)− Ck+1(f))

сходится. Значит, (см. [6, Ch. 2, p. 40]) (k
3−ε
2 (Ck(f)− Ck+1(f))) ∈ l2, т. е.,

∞∑
k=1

(Ck(f)− Ck+1(f))
2
k3−ε < +∞

для любых ε > 0 и f ∈ CL. □

Теорема 3.2. Пусть (φk) – ОНС на [0, 1],
∫ 1

0
φk(x) dx = 0 (k = 1, 2, . . .) и (bk) –

некоторая последовательность чисел.

Если для любого ε ∈ (0, 3),

(3.6) lim
n

supAn(b) = +∞,

тогда существует функция g ∈ CL такая, что для любого ε ∈ (0, 3),
∞∑
k=1

(Ck(g)− Ck+1(g))
2k3−ε = +∞.

Доказательство. Допустим, что для всех ε ∈ (0, 3),

lim sup
n

∣∣∣∣ ∫ 1

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣ = +∞.

Тогда, в силу леммы 3.1, для любого ε ∈ (0, 3) имеем:
∞∑
k=1

(Ck(r)− Ck+1(r))
2k3−ε = +∞,

где r(x) = x на [0, 1].

Так как r ∈ CL, теорема 3.2 имеет место. Теперь допустим

(3.7)
∣∣∣∣ ∫ 1

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣ = O(1).

Определим последовательность функций (gn) из банахова пространства Lip 1:

gn(x) =

∫ x

0

(
sign

∫ t

0

Dn(b, u) du

)
dt.

69



В. ЦАГАРЕИШВИЛИ, А. КАШИБАДЗЕ

Положив в (1.2) f = gn и a = b, будем иметь:

(3.8)
∫ 1

0

gn(x)Dn(b, x) dx

= 2n
2n−1∑
i=1

∫ i
2n

i−1
2n

(
gn(x)− gn

(
x+

1

2n

))
dx

∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

+ 2n
∫ 1

1− 1
2n

gn(x) dx

∫ 1

0

Dn(b, x)

+ 2n
2n∑
i=1

∫ i
2n

i−1
2n

∫ i
2n

i−1
2n

(gn(x)− gn(u)) du Dn(b, x) dx = Q1 +Q2 +Q3.

Оценим Q1, Q2 и Q3:

d) По определению функций gn имеем:∫ i
2n

i−1
2n

(
gn(x)− gn

(
x+

1

2n

))
dx

∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

= −
∫ i

2n

i−1
2n

∫ x+2−n

x

(
sign

∫ t

0

Dn(b, u) du

)
dt.

Допустим, что для некоторой ti,n ∈ ( i−1
2n , i+1

2n ],

(3.9) sign

∫ i−1
2n

0

Dn(b, u) du ̸= sign

∫ ti,n

0

Dn(b, u) du.

Тогда существует точка yi,n ∈ ( i−1
2n , i+1

2n ] такая, что
∫ yi,n

0
Dn(b, u) du = 0. Значит,

(i = 1, . . . , 2n − 1)∫ i+1
2n

0

Dn(b, u) du =

∫ yi,n

0

Dn(b, u) du+

∫ i+1
2n

yi,n

Dn(b, u) du =

∫ i+1
2n

yi,n

Dn(b, u) du.

Пусть Mn – множество тех i = 1, . . . , 2n − 1, для которых имеет место (3.9).

Тогда, если ∆ϕk = ϕk(x) − ϕk+1(x), используя неравенство
∑n

k=1 ϕ
2
k(x) ≤ 1, мы

получаем

∑
i∈Mn

∣∣∣∣ ∫ i+1
2n

0

Dn(b, u) du

∣∣∣∣ ≤ 2n−1∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ i+1
2n

yi,n

Dn(b, u) du

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|Dn(b, u)| du

≤
(∫ 1

0

D2
n(b, u) du

) 1
2

=

(∫ 1

0

( n∑
k=1

akk
3−ε
2 ∆ϕk(x)

)2

dx

) 1
2

≤ n
3
2

( n∑
k=1

a2k

∫ 1

0

n∑
k=1

∆ϕ2
k(x) dx

) 1
2

= O(n
3
2 ).

Далее,
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(3.10) 2n
∣∣∣∣ ∑
i∈Mn

∫ i
2n

i−1
2n

(
gn(x)− gn

(
x+

1

2n

))
dx

∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣
= 2nO(2−n)2−n

∑
i∈Mn

∣∣∣∣ ∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣ = O(1)2−nn
3
2 = O(1).

С другой стороны, если i ∈ V n = {1, 2, . . . , 2n − 1} \Mn, то∣∣∣∣ ∫ i
2n

i−1
2n

(
gn(x)− gn

(
x+

1

2n

))
dx

∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2−n2−n

∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣.
Отсюда имеем:

(3.11) 2n
∣∣∣∣ ∑
i∈Vn

∫ i
2n

i−1
2n

(
gn(x)− gn

(
x+

1

2n

))
dx

∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣
= 2n2−n2−n

∑
i∈Vn

∣∣∣∣ ∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣ = 2−n
∑
i∈Vn

∣∣∣∣ ∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣.
Тода, из (3.10) и (3.11) следует, что

|Q1| = 2n
∣∣∣∣ 2

n−1∑
i=1

∫ i
2n

i−1
2n

(
gn(x)− gn

(
x+

1

2n

))
dx

∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣
≥ 2−n

∑
i∈Vn

∣∣∣∣ ∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣− 2−n
∑
i∈Mn

∣∣∣∣ ∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣
= 2−n

2n−1∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣− 2 · 2−n
∑
i∈Mn

∣∣∣∣ ∫ i
2n

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣ ≥ An(b)−O(1).

e) Используя (3.7) и определение gn,

|Q2| ≤ 2n
∣∣∣∣ ∫ 1

1− 1
2n

gn(x) dx

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∫ 1

0

Dn(b, x) dx

∣∣∣∣ = O(1).

f) Далее, в силу определения функций gn, и неравенств Бесселя,

(
∑∞

k=1

( ∫ x

0
φk(t) dt

)2 ≤ 1) и Гельдера, получим:

|Q3| ≤ 2n
1

2n
max

1≤i≤2n

∫ i
2n

i−1
2n

|Dn(b, x)| dx ≤ 1√
2n

max
1≤i≤2n

(∫ i
2n

i−1
2n

(
Dn(b, x)

)2
dx

) 1
2

= O(1)
1√
2n

max
1≤i≤2n

(∫ i
2n

i−1
2n

( n∑
k=1

bkk
3−ε
2

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt

)2

dx

) 1
2

71



В. ЦАГАРЕИШВИЛИ, А. КАШИБАДЗЕ

= O(1)
1√
2n

max
1≤i≤2n

(∫ i
2n

i−1
2n

( n∑
k=1

b2kk
3−ε

)

×
( n∑

k=1

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt

)2

dx

) 1
2

= O(1)
1√
2n

n
3−ε
2

( n∑
k=1

b2k

) 1
2

= O(1).

Наконец, из d) (см. Q1|), e), f) и (3.8), имеем:∣∣∣∣ ∫ 1

0

gn(x)Dn(b, x) dx

∣∣∣∣ ≥ An(b)−O(1)−O(1).

Согласно (3.6), для любого ε ∈ (0, 3),

(3.12) lim
n

∣∣∣∣ ∫ 1

0

gn(x)Dn(b, x) dx

∣∣∣∣ = +∞.

Очевидно, что

∥gn∥A = ∥gn∥C + sup
x,y∈[0,1], x ̸=y

|gn(x)− gn(y)|
|x− y|

≤ 2.

Так как интегралы
∫ 1

0
g(x)Dn(b, x) dx образуют последовательность в банаховом

пространстве Lip 1, по теореме Банаха-Штейнгауза, существует функция g ∈
Lip 1 такая, что (см. (3.12)) для любого ε ∈ (0, 3),

(3.13) lim
n

∣∣∣∣ ∫ 1

0

g(x)Dn(b, x) dx

∣∣∣∣ = +∞.

Обозначим

S(x) =

∫ x

0

g(t) dt.

Подставив в (3.5) f(x) = s(x) и s′(x) = g(x), получим:∫ 1

0

s(x) (φk(x)− φk+1(x)) dx = −
∫ 1

0

s′(x)

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt dx

= −
∫ 1

0

g(x)

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt dx.

Следовательно,∣∣∣∣ n∑
k=1

bkk
3−ε
2 (Ck(s)− Ck+1(s))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

s(x)

n∑
k=1

bkk
3−ε
2 (φk(x)− φk+1(x)) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ 1

0

g(x)

n∑
k=1

bkk
3−ε
2

∫ x

0

(φk(t)− φk+1(t)) dt dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫ 1

0

g(x)Dn(a, x) dx

∣∣∣∣.
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Поэтому (см. (3.13)), для любого ε ∈ (0, 3),

lim
n

∣∣∣∣ n∑
k=1

bkk
3−ε
2 (Ck(s)− Ck+1(s))

∣∣∣∣ = +∞.

Значит, ряд
∞∑
k=1

bkk
3−ε
2 (Ck(s)− Ck+1(s))

расходится для некоторого (bk) ∈ ℓ2, что означает, что (см. [6, Гл. 2, стр. 40])

(k
3−ε
2 (Ck(s)− Ck+1(s)) /∈ ℓ2 для любого ε ∈ (0, 3):

∞∑
k=1

(Ck(s)− Ck+1(s))
2k3−ε = +∞. □

Теорема 3.3. Существуют функция q ∈ CL и ОНС (dn) такие, что

1)

∫ 1

0

dn(x) dx = 0, n = 1, 2, . . . ;

2)

∞∑
n=1

(Ck(q, d)− Ck+1(q, d))
2n3−ε = +∞ для любого ε ∈ (0, 1), и

Ck(q, d) =

∫ 1

0

q(x)dn(x) dx.

Доказательство. Пусть u(x) = 0, где x = 0, 1
4 и x ∈ [ 12 , 1], u(x) = 1 при x = 1

8 ,

и u(x) = −1 при x = 3
8 . Кроме того, u(x) линейна и непрерывна на [0, 1

8 ], [
1
8 ,

3
8 ] и

[ 38 ,
1
2 ]. Далее пусть

f(x) =

∫ x

0

u(t) dt.

Очевидно, что f ∈ CL. Допустим, что (n > 1) an = 1
logn

√
n

– последовательность

чисел. Тогда, в силу теоремы А. Олевского[5], существует ОНС (φn) такая, что

Cn(f, φ) =

∫ 1

0

f(x)φn(x) dx = ban,

где b – некоторое действительное число. Тогда,

an − an+1 =
1

log n
√
n
− 1

log(n+ 1)
√
n+ 1

≥ 1

log(n+ 1)
√
n
− 1

log(n+ 1)
√
n+ 1

=

√
n+ 1−

√
n

log(n+ 1)
√
n
√
n+ 1

≥ 1

2 log(n+ 1)
√
n(n+ 1)

,

значит, (ε ∈ (0, 1))
∞∑

n=1

(an − an+1)
2n3−ε ≥ 1

4

∞∑
n=1

1

log2(n+ 1)n(n+ 1)2
n3−ε
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≥ 1

16

∞∑
n=4

1

2 log2(n+ 1)
n−ε = +∞.

Таким образом, (ε ∈ (0, 1))

(3.14)
∞∑

n=1

(Cn(f, φ)− Cn+1(f, φ))
2n3−ε = +∞.

Определим систему (dn) следующим образом:

dn(x) =

{
φn(2x), где x ∈

[
0, 1

2

]
,

−φn

(
2
(
x− 1

2

))
, где x ∈

[
1
2 , 1
]
.

Пусть q(x) = f(2x) при x ∈
[
0, 1

2

]
, и q(x) = 0 при x ∈

[
1
2 , 1
]
. Очевидно, что

1)

∫ 1

0

dn(x) dx =

∫ 1
2

0

φn(2x) dx−
∫ 1

1
2

φn

(
2

(
x− 1

2

))
dx

=
1

2

∫ 1

0

φn(x) dx− 1

2

∫ 1

0

φn(x) dx = 0;

2)

∫ 1

0

d2n(x) dx =

∫ 1
2

0

φ2
n(2x) dx+

∫ 1

1
2

φ2
n

(
2

(
x− 1

2

))
dx

=
1

2

∫ 1

0

φ2
n(x) dx+

1

2

∫ 1

0

φ2
n(x) dx = 1;

3)

∫ 1

0

dn(x)dm(x) dx =

∫ 1
2

0

φn(2x)φm(2x) dx

+

∫ 1

1
2

φn

(
2

(
x− 1

2

))
φm

(
2

(
x− 1

2

))
dx

=
1

2

∫ 1

0

φn(x)φm(x) dx+
1

2

∫ 1

0

φn(x)φm(x) dx = 0.

Т.е. система (dn) ортонормирована. Далее,

Cn(q, d) =

∫ 1

0

q(x)dn(x) dx =

∫ 1
2

0

f(2x)φn(2x) dx

=
1

2

∫ 1

0

f(x)φn(x) dx =
1

2
Cn(f, φ).

Согласно (3.11), для любого ε ∈ (0, 1),
∞∑

n=1

(Cn(q, d)− Cn+1(q, d))
2n3−ε = +∞.

Так как u ∈ Lip 1, значит q ∈ CL. □

Аналогичные результаты опубликованы в [7] – [12].
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Abstract. The paper deals with the convergence of the special series of moduli

of difference of general Fourier coefficients of functions from some differentiable class,

with respect to general orthonormal systems (ONS). It has been shown that the

functions with derivatives from the class Lip 1 on [0, 1] have convergent series of that

kind with respect to Haar or trigonometric systems (see [1, Ch. 2]). We have proven

that with respect to general ONS this series, in general, is not convergent. For this

reason, it becomes necessary to find a condition that must be imposed on the functions

of ONS so that this special series converges for functions with derivatives from the

class Lip 1. We have also shown that the obtained results are the best possible.
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