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Аннотация. В данной работе на основе понятия поля энергий перехода
обобщается известный метод корреляционных уравнений построения гибб-
совских мер. Используя свойства энергий перехода, получена система кор-
реляционных уравнений для решетчатых систем с конечным пространством
спинов. Показано, что при достаточно малом значении одноточечных энер-
гий перехода соответствующая система корреляционных функций, рассмат-
риваемая в банаховом пространстве ограниченных вещественных функций,
имеет единственное решение. Показана также сходимость корреляционных
функций в конечном объеме к предельной корреляционной функции.

MSC2020 numbers: 82B05; 82B20; 60G60.
Ключевые слова: поле энергий перехода; корреляционная функция; корреля-
ционное уравнение; гиббсовская мера.

Введение

Метод корреляционных уравнений является одним из наиболее востребован-

ных способов построения и исследования систем математической статистической

физики в бесконечных объемах (см., например, [1] – [5]). В случае решеточных

систем этот метод применялся, как правило, к вакуумным системам, состоящим

из двух точек: спина и вакуума.

Естественно возникает задача распространения метода корреляционных урав-

нений на более общие системы. Эта задача рассматривалась в [6], где в качестве

пространства спинов рассматривалось измеримое множество конечной меры, а

мера вакуума принималась равной единице. Дальнейшее изучение таких систем

проведено в работах [7, 8], где были получены их кластерные свойства, позво-

лившие найти асимптотическое разложение логарифма статистической суммы по

степеням объема, а также доказать локальную предельную теорему для числа

частиц.

1Работа выполнена при поддержке Коммитета по науке и образования Республики Армения
в рамках проекта 21AG-1A045.
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Во всех упомянутых работах определение корреляционной функции основы-

валось на понятии потенциала взаимодействия. Сначала рассматривались потен-

циалы парного взаимодействия (см., например, [1, 2]), после чего полученные ре-

зультаты были обобщены на случай многочастичных потенциалов (см. [3, 6, 7, 8]).

В статье [9] была предложена новая точка зрения на математические осно-

вы статистической физики систем, заданных в бесконечных объемах. Эта точка

зрения базируется на введенном понятии поля энергии перехода. Приложения

этого понятия в теории случайных полей получили дальнейшее развитие в рабо-

тах [10, 11, 12]. В частности, было показано, что для решетчатых систем гиббсов-

ская форма является универсальной для любых конечномерных распределений

вероятностей.

Существуют различные методы построения полей энергий перехода (см. [9]

и [12]), в том числе и на основе предложенного в [9] аксиоматического определе-

ния гамильтониана, не предполагающего его представление в виде суммы потен-

циалов взаимодействия. Этот факт позволяет обобщить известные результаты

математической статистической физики.

В настоящей работе рассматриваются системы с конечным пространством спи-

нов. На основе результатов работ [9] - [12] выписывается система корреляционных

уравнений с использованием понятия поля энергий перехода. Показано, что при

достаточно малом значении одноточечных энергий перехода соответствующая

система корреляционных функций, рассматриваемая в банаховом пространстве

ограниченных вещественных функций, имеет единственное решение. Наконец,

доказана сходимость корреляционных функций в конечных объемах к предель-

ной корреляционной функции. Для частного случая конечного радиуса взаимо-

действия эти вопросы рассматривались в [13].

Отметим также, что наш подход может быть применен к системам с простран-

ством спинов, рассматриваемым в [6].

1. Обозначения

Пусть Zd — d-мерная целочисленная решетка, т.е. совокупность d-мерных век-

торов с целыми компонентами, d ≥ 1. Отметим, что все рассуждения настоящей

статьи остаются справедливыми, если вместо Zd рассмотреть произвольное счет-

ное множество.
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Обозначим через W (S) = {Λ ⊂ S, 0 < |Λ| < ∞} совокупность всех непустых

конечных подмножеств S ⊂ Zd, где |Λ| есть количество точек в Λ. В случае

S = Zd будет использоваться более простое обозначение W . Множество Sc есть

дополнение к множеству S. При обозначении одноточечных подмножеств решет-

ки {t}, t ∈ Λ, фигурные скобки будут опускаться.

Для t = (t(1), t(2), ...t(d)), s = (s(1), s(2), ...s(d)) ∈ Zd обозначим |t−s| = max
1≤j≤d

|t(j)−

s(j)| и положим d(T, S) = inf
t∈T,s∈S

|t− s|, T, S ⊂ Zd.

Пусть каждой точке t ∈ Zd отвечает множество Xt, являющееся копией неко-

торого конечного множества X, 1 < |X| < ∞. Через XS обозначим множество

всех конфигураций на S, S ⊂ Zd, т.е. множество XS = {x = (xt, t ∈ S), xt ∈ X},
всех функций, определенных на S и принимающих значения в X. При S = Ø мы

полагаем XØ = {Ø}, где Ø есть пустая конфигурация. Для непересекающихся

множеств S, T ⊂ Zd и произвольных x ∈ XS , y ∈ XT , обозначим через xy конка-

тенацию x и y, т.е. конфигурацию на S ∪ T , равную x на S и y на T . При T ⊂ S,

через xT обозначим сужение конфигурации x ∈ XS на T , т.е. xT = (xt, t ∈ T ).

Пусть θt — некоторый выделенный фиксированный элемент Xt (вакуум) и

θ = (θt, t ∈ Zd). Обозначим Xt
∗ = Xt\{θt}, t ∈ Zd. Для каждого S ⊂ Zd, обозна-

чим через XS
∗ множество конфигураций на S, не содержащих вакуум, и пусть

LS
∗ =

⋃
J∈W (S)

XJ
∗ есть пространство всех конфигураций без вакуума с носителем,

являющимся подмножеством S. При S = Zd, обозначим L∗ = LZd

∗ . Отметим,

что любая конфигурация из XS может быть записана в виде xθS\I , где x ∈ XI
∗ ,

I ⊂ S.

2. Поле энергий перехода

В работе [9] были введены понятия поля энергий перехода и поля одноточеч-

ных энергий перехода.

Совокупность ∆ = {∆x̄
Λ, x̄ ∈ XΛc

,Λ ∈ W} вещественнозначных функций

∆x̄
Λ(x, u), x, u ∈ XΛ, называется полем энергий перехода, если ее элементы удо-

влетворяют следующим условиям согласованности: для всех Λ ∈ W и x̄ ∈ XΛc

выполнено ∆x̄
Λ(x, u) = ∆x̄

Λ(x, y) + ∆x̄
Λ(y, u), x, u, y ∈ XΛ; а для всех непересе-

кающихся Λ, V ∈ W и x̄ ∈ X(Λ∪V )c имеют место равенства ∆x̄
Λ∪V (xy, uv) =

∆x̄y
Λ (x, u) + ∆x̄u

V (y, v), x, u ∈ XΛ, y, v ∈ XV . Отсюда, в частности, следует, что

∆x̄
Λ(x, u) = −∆x̄

Λ(u, x), ∆x̄
Λ(x, x) = 0, x, u ∈ XΛ,
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∆x̄
Λ∪V (xy, uy) = ∆x̄y

Λ (x, u) x, u ∈ XΛ, y ∈ XV .

Совокупность ∆1 = {∆x̄
t , x̄ ∈ Xtc , t ∈ Zd} вещественнозначных функций ∆x̄

t (x, u),

x, u ∈ Xt, называется полем одноточечных энергий перехода, если ее элементы

удовлетворяют следующим условиям согласованности: для всех t ∈ Zd и x̄ ∈ Xtc

имеют место равенства ∆x̄
t (x, u) = ∆x̄

t (x, y) + ∆x̄
t (y, u), x, u, y ∈ Xt, а для всех

t, s ∈ Zd и x̄ ∈ X{t,s}c

выполнено ∆x̄y
t (x, u) + ∆x̄u

s (y, v) = ∆x̄x
s (y, v) + ∆x̄v

t (x, u),

x, u ∈ Xt, y, v ∈ Xs.

Следующая теорема устанавливает связь между элементами ∆ и ∆1 (см. [9],

а также [11]), согласно которой ∆1 однозначно определяет ∆. Поэтому при по-

лучении результатов можно накладывать условия только на элементы ∆1.

Теорема 2.1. Совокупность ∆ = {∆x̄
Λ, x̄ ∈ XΛc

,Λ ∈ W} функций на XΛ ×
XΛ, Λ ∈ W , является полем энергий перехода тогда и только тогда, когда ее

элементы представимы в виде

(2.1)

∆x̄
Λ(x, u) = ∆

x̄x{Λ\t1}
t1 (xt1 , ut1)+∆

x̄ut1
x{Λ\{t1,t2}}

t2 (xt2 , ut2)+ . . .+∆
x̄u{Λ\tn}
tn (xtn , utn),

где x, u ∈ XΛ, Λ = {t1, t2, ..., tn} есть некоторая нумерация точек в Λ, |Λ| = n,

а ∆1 = {∆x̄
t , x̄ ∈ Xtc , t ∈ Zd} — поле одноточечных энергий перехода.

Один из основных способов построения поля энергий перехода основан на

использовании понятия потенциала. Совокупность Φ = {Φ, J ∈W} веществен-

нозначных функций называется потенциалом (или потенциалом взаимодействия),

если для каждого t ∈ Zd и x̄ ∈ Xtc существуют пределы

H x̄
t (x) = lim

Λ↑tc

∑
J⊂Λ\t

Φ (xtx̄J) , xt ∈ Xt.

Здесь предел берется по любой возрастающей последовательности конечных под-

множеств Zd, стремящейся к tc. Семейство функций HΦ = {H x̄
t , x̄ ∈ Xtc , t ∈ Zd}

называется гамильтонианом, отвечающим потенциалу Φ.

Если потенциал Φ такой, что ΦJ(x) = 0 при всех x ∈ XJ , где |J | > 2, J ∈ W ,

то он называется потенциалом парного взаимодействия.

Нетрудно видеть, что совокупность ∆Φ
1 = {∆x̄

t , x̄ ∈ Xtc , t ∈ Zd} функций

∆x̄
t (x, u) = H x̄

t (u)−H x̄
t (x) =

∑
s∈tc

(Φts(ux̄s)− Φts(xx̄s)), x, u ∈ Xt,

является полем одноточечных энергий перехода, отвечающих потенциалу парно-

го взаимодействия Φ.
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3. Корреляционные функции

Пусть ∆1 = {∆x̄
t , x̄ ∈ Xtc , t ∈ Zd} — поле одноточечных энергий перехода и

∆ = {∆x̄
Λ, x̄ ∈ XΛc

,Λ ∈ W} — отвечающее ему поле энергий перехода. Зафикси-

руем некоторое Λ ∈W . В целях упрощения обозначений, положим ∆Λ = ∆θΛc

Λ , а

для любых t ∈ Λ и z ∈ XI , I ⊂ Λ\t, будем писать ∆z
t вместо ∆

zθ(t∪I)c

t .

Для заданного ∆1, определим корреляционную функцию, отвечающую Λ, как

функцию ρΛ на L∗, задаваемую соотношением

ρΛ(x) =

{
Z−1
Λ

∑
y∈XΛ\I

exp{∆Λ(xy, θΛ)}, x ∈ XI
∗ , I ⊂ Λ,

0, x ∈ XI
∗ , I ̸⊂ Λ,

где ZΛ =
∑

x∈XΛ

exp{∆Λ(x, θΛ)}, и ρΛ(Ø) = 1.

Таким образом, каждое ∆1 определяет семейство ρ(∆1) = {ρΛ,Λ ∈W} корре-

ляционных функций в конечных объемах. Согласно приводимой ниже теореме

корреляционные функции удовлетворяют определенным соотношениям при сле-

дующих ограничениях на элементы ∆1: для всех Λ ∈ W , t, s ∈ Λ и I ⊂ Λ\{t, s}
выполнено

(3.1) ∆zy
t (x, θt)−∆zv

t (x, θt) = ∆y
t (x, θt)−∆v

t (x, θt),

где x ∈ Xt, y, v ∈ Xs, z ∈ XI .

Замечание 1. Если Φ — потенциал парного взаимодействия, то элементы

∆Φ удовлетворяют условиям (3.1).

Наконец, подчеркнем, что доказательство следующей теоремы опирается толь-

ко на свойства энергий перехода и не использует предположение о том, что энер-

гия есть сумма взаимодействий.

Теорема 3.1. Пусть ∆1 = {∆x̄
t , x̄ ∈ Xtc , t ∈ Zd} — поле одноточечных энергий

перехода, удовлетворяющих условиям (3.1). Тогда для любого Λ ∈ W корреля-

ционная функция ρΛ удовлетворяет уравнению

ρΛ(xu) =
e∆

u
t (x,θt)∑

α∈Xt

e∆
u
t (α,θt)

(
ρΛ(u) +

∑
α∈Xt

e∆
u
t (α,θt)

(
GΛ(xu)−GΛ(αu)

))

при всех t ∈ I ⊂ Λ ∈W и x ∈ Xt
∗, u ∈ X

I\t
∗ , где

GΛ(xu) =
∑

J⊂Λ\I

∑
y∈XJ

∗

Kt∪J(xy)

ρΛ(uy)− ∑
α∈Xt

∗

ρΛ(αuy)

 ,
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Kt∪J(xy) =
∏
s∈J

(
e∆

x
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1

)
.

Доказательство. Пусть t ∈ I ⊂ Λ ∈ W и x ∈ Xt
∗, u ∈ X

I\t
∗ . В целях упро-

щения обозначений, положим θ = θΛ. В силу свойств энергий перехода, для всех

y ∈ XΛ\I имеем

∆Λ(xuy, θ) = ∆Λ(xuy, θtuy) + ∆Λ(θtuy, θ) + ∆Λ(xuθΛ\I , θtuθΛ\I)−

−∆Λ(xuθΛ\I , θtuθΛ\I) = ∆uy
t (x, θt) + ∆Λ(θtuy, θ) + ∆u

t (x, θt)−∆u
t (x, θt).

Следовательно, можем написать

ρΛ(xu) =
1

ZΛ

∑
y∈XΛ\I

exp{∆Λ(xuy, θ)} =

=
e∆

u
t (x,θt)

ZΛ

∑
y∈XΛ\I

e∆Λ(θtuy,θ) (1 + exp{∆uy
t (x, θt)−∆u

t (x, θt)} − 1) =

= e∆
u
t (x,θt)

(
1

ZΛ

∑
y∈XΛ\I

e∆Λ(θtuy,θ) +
1

ZΛ

∑
y∈XΛ\I

(
e∆

uy
t (x,θt)−∆u

t (x,θt) − 1
)
e∆Λ(θtuy,θ)

)
.

Поскольку

e∆Λ(θtuy,θ) =
∑
α∈Xt

e∆Λ(αuy,θ) −
∑
α∈Xt

∗

e∆Λ(αuy,θ),

для первого слагаемого в полученном соотношении имеем
1

ZΛ

∑
y∈XΛ\I

e∆Λ(θtuy,θ) = ρΛ(u)−
∑
α∈Xt

∗

ρΛ(αu).

Рассмотрим второе слагаемое

GΛ(xu) =
1

ZΛ

∑
y∈XΛ\I

(
e∆

uy
t (x,θt)−∆u

t (x,θt) − 1
)
e∆Λ(θtuy,θ) =

=
1

ZΛ

∑
J⊂Λ\I

∑
y∈XJ

∗

(
e∆

uy
t (x,θt)−∆u

t (x,θt) − 1
)
e∆Λ(uyθt∪(Λ\I\J),θ).

Используя свойства ∆, можем написать

∆uy
t (x, θt)−∆u

t (x, θt) = ∆Λ(xuyθΛ\I\J , uyθt∪(Λ\I\J))−∆Λ(xuθΛ\I , uθt∪(Λ\I)) =

= ∆Λ(xuyθΛ\I\J , xuθΛ\I) + ∆Λ(xuθΛ\I , uθt∪(Λ\I)) + ∆Λ(uθt∪(Λ\I), uyθt∪(Λ\I\J))−

−∆Λ(xuθΛ\I , uθt∪(Λ\I)) =

= ∆xu
J (y, θJ)−∆u

J(y, θJ) =
|J|∑
j=1

(
∆

xuysj+1,...,s|J|
sj (ysj , θsj )−∆

uysj+1,...,s|J|
sj (ysj , θsj )

)
,
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где мы воспользовались формулой (2.1), а J = {s1, s2, ..., s|J|} есть некоторая

нумерация точек в J . Принимая во внимание условие (3.1), получаем

∆uy
t (x, θt)−∆u

t (x, θt) =
∑
s∈J

(∆x
s (ys, θs)−∆s(ys, θs)) .

Следовательно,

GΛ(xu) =
1

ZΛ

∑
J⊂Λ\I

∑
y∈XJ

∗

(∏
s∈J

e∆
x
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1

)
e∆Λ(uyθt∪(Λ\I\J),θ) =

=
1

ZΛ

∑
J⊂Λ\I

∑
y∈XJ

∗

∑
T⊂J

∏
s∈T

(
e∆

x
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1

)
e∆Λ(uyθt∪(Λ\I\J),θ) =

=
1

ZΛ

∑
T⊂Λ\I

∑
J⊂Λ\I:T⊂J

∑
y∈XT

∗

∑
z∈XJ

∗

∏
s∈T

(
e∆

x
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1

)
e∆Λ(uyzθt∪(Λ\I\J),θ) =

=
∑

T⊂Λ\I

∑
y∈XT

∗

∏
s∈T

(
e∆

x
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1

) 1

ZΛ

∑
J⊂Λ\I\T

∑
z∈XJ

∗

e∆Λ(uyzθt∪(Λ\I\J\T ),θ).

Поскольку
1

ZΛ

∑
J⊂Λ\I\T

∑
z∈XJ

∗

e∆Λ(uyzθt∪(Λ\I\J\T ),θ) =
1

ZΛ

∑
z∈XΛ\I\T

e∆Λ(θtuyz,θ) = ρΛ(uy)−
∑
α∈Xt

∗

ρΛ(αuy),

окончательно получаем

GΛ(xu) =
∑

J⊂Λ\I

∑
y∈XJ

∗

Kt∪J(xy)

ρΛ(uy)− ∑
α∈Xt

∗

ρΛ(αuy)

 ,

где

Kt∪J(xy) =
∏
s∈J

(
e∆

x
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1

)
.

Таким образом,

ρΛ(xu) = e∆
u
t (x,θt)

ρΛ(u)− ∑
α∈Xt

∗

ρΛ(αu) +GΛ(xu)

 .

Просуммировав обе части полученного соотношения по всем x ∈ Xt
∗, получим

∑
x∈Xt

∗

ρΛ(xu) = ρΛ(u)
∑
x∈Xt

∗

e∆
u
t (x,θt)−

∑
x∈Xt

∗

e∆
u
t (x,θt)

·
∑
α∈Xt

∗

ρΛ(αu)+
∑
x∈Xt

∗

e∆
u
t (x,θt)GΛ(xu),

и, следовательно,

∑
α∈Xt

∗

ρΛ(αu) =

∑
α∈Xt

∗

e∆
u
t (α,θt)

1 +
∑

α∈Xt
∗

e∆
u
t (α,θt)

ρΛ(u) +
1

1 +
∑

α∈Xt
∗

e∆
u
t (α,θt)

∑
α∈Xt

∗

e∆
u
t (α,θt)GΛ(αu).
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Поскольку Kt∪J(θty) = 0, то GΛ(θtu) = 0, и окончательно получаем ρΛ(xu) =

= e∆
u
t (x,θt)

 1∑
α∈Xt

e∆
u
t (α,θt)

ρΛ(u)−
1∑

α∈Xt

e∆
u
t (α,θt)

∑
α∈Xt

∗

e∆
u
t (α,θt)GΛ(αu) +GΛ(xu)


=

e∆
u
t (x,θt)∑

α∈Xt

e∆
u
t (α,θt)

(
ρΛ(u) +

∑
α∈Xt

e∆
u
t (α,θt)

(
GΛ(xu)−GΛ(αu)

))
. □

4. Уравнение для корреляционных функций

Пусть ∆1 = {∆x̄
t , x̄ ∈ Xtc , t ∈ Zd} — поле одноточечных энергий перехода.

Введем норму ∆1 следующим образом:

∥∆1∥ = sup
t∈Zd

sup
x,u∈Xt

sup
x̄∈Xtc

|∆x̄
t (x, u)|.

Положим также

D = sup
t∈Zd

sup
x∈Xt

∑
s∈tc

sup
y∈Xs

|∆x
s (y, θs)−∆s(y, θs)|.

Рассмотрим банахово пространство B∗ ограниченных вещественнозначных

функций φ на L∗ с нормой

∥φ∥ = sup
Λ∈W

∥φ∥Λ, ∥φ∥Λ =
∑

x∈XΛ
∗

|φ(x)|.

Пусть ⪯ — некоторый порядок на Zd, например, лексикографический поря-

док. Для каждого I ∈ W обозначим I ′ = I\t, где t есть наименьший элемент I

относительно ⪯. В целях упрощения обозначений, для каждого x ∈ XI
∗ положим

x′ = xI′ .

Рассмотрим оператор K = K ∆1 на B∗, определенный следующим образом

(K φ)(x) = γ(x)
(
(Sφ)(x) + (Tφ)(x)

)
, x ∈ XI

∗ , I ∈W,

где

γ(x) =
e∆

x′
t (xt,θt)∑

α∈Xt

e∆
x′
t (α,θt)

, (Sφ)(x) =

 φ(x′), |I| > 1,

0, |I| = 1,

(Tφ)(x) = (Gφ)(x) +
∑
α∈Xt

∗

e∆
x′
t (α,θt)

(
(Gφ)(x)− (Gφ)(αx′)

)

(Gφ)(x) =
∑

J∈W (Ic)

∑
y∈XJ

∗

Kt∪J(xty)

φ(x′y)− ∑
α∈Xt

∗

φ(αx′y)

 ,
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Kt∪J(xty) =
∏
s∈J

(
e∆

xt
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1

)
.

Далее, положим

δ(x) =

{
γ(x), |I| = 1,
0, |I| > 1,

x ∈ XI
∗ , I ∈W,

C1 =
e∥∆1∥NX

1 + e∥∆1∥NX
, C2 = 2

(
1+2e∥∆1∥NX

)(
exp{eD−1}−1

)
, NX = |X|−1.

Теорема 4.1. Пусть ∆1 — поле одноточечных энергий перехода, удовлетворя-

ющее условию (3.1) и такое, что

(4.1) C1(1 + C2) < 1.

Тогда уравнение

(4.2) ρ = δ + K ρ,

где K = K ∆1 , имеет единственное решение на B∗, задаваемое соотношением

ρ =
(
1− K

)−1
δ =

(
1 +

∞∑
n=1

K n

)
δ.

Доказательство. Указанное решение может быть получено при последова-

тельном применении оператора K к обеим сторонам уравнения (4.2). Остается

показать, что ∥K ∥ < 1.

Пусть I ∈W и x ∈ XI
∗ . Поскольку −∥∆1∥ ≤ ∆x′

t (xt, θt) ≤ ∥∆1∥, имеем

|γ(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
e∆

x′
t (xt,θt)

1 +
∑

α∈Xt
∗

e∆
x′
t (α,θt)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
e∥∆1∥

1 + e−∥∆1∥NX
.

Следовательно, ∥γSφ∥I = 0, если |I| = 1, а при |I| > 1, имеем

∥γSφ∥I =
∑
x∈XI

∗

|γ(x)| · |(Sφ)(x)| ≤ e∥∆1∥

1 + e−∥∆1∥NX

∑
x∈Xt

∗

∑
x′∈XI′

∗

|φ(x′)| = C1∥φ∥I′ .

Таким образом, ∥γSφ∥I ≤ C1∥φ∥ для всех I ∈W .
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Далее,

∥γTφ∥I =
∑

x∈XI
∗

|γ(x)|

∣∣∣∣∣(Gφ)(x)
(
1 +

∑
α∈Xt

∗

e∆
x′
t (α,θt)

)
−
∑

α∈Xt
∗

e∆
x′
t (α,θt)(Gφ)(αx′)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ C1

(
1 + 2e∥∆1∥NX

) ∑
x′∈XI′

∗

∣∣∣∣∣ supα∈Xt
∗

(Gφ)(αx′)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ C

∑
x′∈XI′

∗

∑
J∈W (Ic)

∑
y∈XJ

∗

∣∣∣∣∣ supα∈Xt
∗

Kt∪J(αy)

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣φ(x′y)− ∑

α∈Xt
∗

φ(αx′y)

∣∣∣∣∣ ≤
= C

∑
J∈W (Ic)

sup
α∈Xt

∗,y∈XJ
∗

|Kt∪J(αy)| (∥φ∥I′∪J + ∥φ∥I∪J) ≤

≤ 2∥φ∥C
∑

J∈W (Ic)

sup
α∈Xt

∗,y∈XJ
∗

|Kt∪J(αy)|,

где C = C1

(
1 + 2e∥∆1∥NX

)
. Для всех α ∈ Xt

∗ и y ∈ XIc

∗ , используя свойства

экспоненциальной функции, можем написать∑
J∈W (Ic)

|Kt∪J(αyJ)| =
∑

J∈W (Ic)

∏
s∈J

|e∆α
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1| =

=
∞∑

n=1

∑
J∈W (Ic):|J|=n

∏
s∈J

|e∆α
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1| =

=
∞∑

n=1

∑
s1∈Ic

∑
s2∈Ic\s1

...
∑

sn∈Ic\{s1,s2,...,sn−1}

n∏
j=1

|e∆
α
sj

(ysj
,θsj )−∆sj

(ysj
,θsj ) − 1| <

<
∞∑

n=1

1

n!

( ∑
s∈Ic

|e∆α
s (ys,θs)−∆s(ys,θs) − 1|

)n

≤
∞∑

n=1

1

n!

(
e

∑
s∈Ic

|∆α
s (ys,θs)−∆s(ys,θs)|

− 1

)n

<

<
∞∑

n=1

1

n!

(
eD − 1

)n
= exp{eD − 1} − 1,

откуда окончательно получаем

∥γTφ∥I ≤ 2C1

(
1 + 2e∥∆1∥NX

)(
exp{eD − 1} − 1

)
∥φ∥

при всех I ∈W . Таким образом,

∥K ∥ ≤ C1 + 2C1

(
1 + 2e∥∆1∥NX

)(
exp{eD − 1} − 1

)
= C1(1 + C2) < 1. □

Следующая теорема является основным результатом настоящей статьи. При ее

доказательстве мы следуем работам Рюэля [1, 4].

Теорема 4.2. Пусть ∆1 — поле одноточечных энергий перехода, удовлетво-

ряющее условиям (3.1) и (4.1), и пусть ρ(∆1) = {ρΛ,Λ ∈ W} — отвечающее
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ему семейство корреляционных функций в конечных объемах. Тогда существу-

ет положительная убывающая функция ε, такая, что lim
d→∞

ε(d) = 0, а при всех

x ∈ XI
∗ , I ⊂ Λ ∈ W , |ρΛ(x)− ρ(x)| < ε

(
d(I,Λc)

)
, где ρ есть решение уравне-

ния (4.2).

Доказательство. Для каждого Λ ∈ W рассмотрим оператор ψΛ на B∗, задава-

емый следующим образом

(ψΛφ)(x) =

{
φ(x), x ∈ LΛ

∗ ,
0, в противном случае.

Понятно, что ∥ψΛ∥ = sup
∥φ∥=1

∥ψΛφ∥ = 1, и при всех V ⊂ Λ выполнено ψV ψΛ = ψV .

Согласно Теореме 3.1, при каждом Λ ∈ W соответствующий элемент ρΛ се-

мейства ρ(∆1) удовлетворяет уравнению

(4.3) ρΛ = ψΛδ + ψΛK ρΛ.

Поскольку ∥ψΛK ∥ ≤ ∥K ∥, согласно Теореме 4.1 имеем ∥ψΛK ∥ < 1, и, следо-

вательно, ρΛ является единственным решением уравнения (4.3), которое может

быть записано следующим образом

ρΛ =
(
1− ψΛK

)−1
ψΛδ =

(
1 +

∞∑
n=1

(
ψΛK

)n)
ψΛδ.

Для всех V ⊂ Λ ∈W и n ≥ 1 можем написать

ψV ρΛ − ψV ρ = ψV

((
1− ψΛK

)−1
ψΛ −

(
1− K

)−1
)
δ =

= ψV

((
1− ψΛK

)−1 −
(
1 +

n∑
k=1

(ψΛK )k
))

ψΛδ + ψV ψΛδ + ψV

( n∑
k=1

(ψΛK )k
)
ψΛδ−

−ψV

((
1− K

)−1 −
(
1 +

n∑
k=1

K k
))

δ − ψV δ − ψV

( n∑
k=1

K k
)
δ =

= ψV

( ∞∑
k=n+1

(ψΛK )k
)
ψΛδ − ψV

( ∞∑
k=n+1

K k
)
δ + ψV

n∑
k=1

(
(ψΛK )kψΛ − K k

)
δ.

Далее, ∥∥∥∥∥ψV

( ∞∑
k=n+1

(ψΛK )k
)
ψΛ

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

k=n+1

∥K ∥k =
∥K ∥n+1

1− ∥K ∥
,∥∥∥∥∥ψV

( ∞∑
k=n+1

K k
)∥∥∥∥∥ ≤

∞∑
k=n+1

∥K ∥k =
∥K ∥n+1

1− ∥K ∥
,

и остается оценить
∥∥∥∥ψV

n∑
k=1

(
(ψΛK )kψΛ − K k

)∥∥∥∥.
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Для каждого V ⊂ Λ ∈ W и S ⊂ Zd, такого, что Λ ⊂ S, и всех x ∈ XI
∗ , I ⊂ V ,

можем написать

|(ψV K ψSφ)(x)− (ψV K ψΛφ)(x)| ≤ |γ(x)|
∑

α∈Xt
∗

e∆
x′
t (α,θt)×

∑
J∈W (S\I):
J∩(S\Λ)̸=Ø

∑
y∈XJ

∗

|Kt∪J(xty)−Kt∪J(αy)| ·

∣∣∣∣∣φ(x′y)− ∑
β∈Xt

∗

φ(βx′y)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ e∥∆1∥

1 + e−∥∆1∥NX
e∥∆1∥NX

∑
J∈W (Λc)

2 sup
α∈Xt

∗,y∈XJ
∗

×

× |Kt∪J(αy)|

( ∑
y∈XJ

∗

|φ(x′y)|+
∑

y∈XJ
∗ ,β∈Xt

∗

|φ(βx′y)|

)
≤

≤ 4C1e
∥∆1∥∥φ∥

∑
J∈W (Λc)

sup
α∈Xt

∗,y∈XJ
∗

|Kt∪J(αy)| .

Применив те же рассуждения, что и при доказательстве Теоремы 4.1, для всех

α ∈ Xt
∗ и y ∈ XΛc

∗ получим∑
J∈W (Λc)

|Kt∪J(αyJ)| ≤
∞∑

n=1

1

n!

(
e

∑
s∈Λc

|∆α
s (ys,θs)−∆s(ys,θs)|

− 1

)n

< exp{eσ(Λ)− 1}− 1,

где

σ(Λ) =
∑
s∈Λc

sup
α∈Xt,y∈Xs

|∆α
s (y, θs)−∆s(y, θs)| → 0 при Λ ↑ V c.

Следовательно, существует положительная убывающая функция f , такая, что

lim
d→∞

f(d) = 0 и при всех V ⊂ Λ ⊂ S,

(4.4) ∥ψV K ψS − ψV K ψΛ∥ ≤ f(d(V,Λc)).

Для Λ ∈ W обозначим через Λ(r) = {s ∈ Λ : d(s,Λc) > r} множество точек Λ,

находящихся на расстоянии больше чем r от Λc, r ≥ 1. Понятно, что при r1 > r2,

Λ(r1) ⊂ Λ(r2) ⊂ Λ. Из (4.4) следует, что для всех r ≥ 1 и k ≥ 1 выполнено

∥ψΛ(kr)K ψΛ(jr) − ψΛ(kr)K ψΛ((k−1)r)∥ ≤ f(r), 1 ≤ j < k,

∥ψΛ(kr)K − ψΛ(kr)K ψΛ((k−1)r)∥ ≤ f(r).

Тогда

∥ψk(ψΛK )kψΛ − ψkK ψk−1...K ψ1K ψΛ∥ ≤ (k − 1)f(r)∥K ∥k−1,

∥ψkK
k − ψkK ψk−1...K ψ1K ψΛ∥ ≤ kf(r)∥K ∥k−1.
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Следовательно,

∥ψΛ(kr)

(
K ψΛ(kr)

)k − ψΛ(kr)K
k∥ ≤ 2kf(r)∥K ∥k−1,

и заменяя r на nr/k, получаем

∥ψΛ(nr)

(
K ψΛ(kr)

)k − ψΛ(nr)K
k∥ ≤ 2kf(r)∥K ∥k−1

при всех k = 1, 2, . . . , n.

Принимая во внимание все вышеприведенные оценки, можем написать∥∥∥ψΛ(nr)

(
1− ψΛK

)−1
ψΛ − ψΛ(nr)

(
1− K

)−1
∥∥∥ ≤

≤

∥∥∥∥∥ψΛ(nr)

( ∞∑
k=n+1

(ψΛK )k
)
ψΛ

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥ψΛ(nr)

( ∞∑
k=n+1

K k
)∥∥∥∥∥

+

∥∥∥∥ψΛ(nr)

n∑
k=1

(
(ψΛK )kψΛ − K k

)∥∥∥∥ ≤

≤ 2∥K ∥n+1

1− ∥K ∥
+ 2f(r)

n∑
k=1

k∥K ∥k−1 <
2∥K ∥n+1

1− ∥K ∥
+

2f(r)(
1− ∥K ∥

)2 .
Правая часть полученного неравенства стремится к нулю когда n и r возрастают.

Полагая d = nr, можно найти положительную убывающую функцию ε, такую,

что lim
d→∞

ε(d) = 0 и

∥∥∥ψΛ(d)

(
1− ψΛK

)−1
ψΛ − ψΛ(d)

(
1− K

)−1
∥∥∥ < ε(d)

∥δ∥
.

Отсюда вытекает ∥ψΛ(d)ρΛ − ψΛ(d)ρ∥ < ε(d), и, следовательно, при всех I ⊂ Λ и

x ∈ XI
∗ имеем |ρΛ(x)− ρ(x)| ≤ ∥ψIρΛ − ψIρ∥ < ε(d) как только d(I,Λc) > d. □

Замечание 2. Пусть Φ — вакуумный потенциал парного взаимодействия (с

вакуумом θ), т.е. ΦJ(x) = 0, если xt = θt хотя бы при одном t ∈ J , J ∈ W .

Норма Φ определяется следующим образом

∥Φ∥ = sup
t∈Zd

sup
x∈Xt

∗

∑
s∈tc

sup
y∈Xs

∗

|Φts(xy)|.

Пусть ∆Φ
1 — соответствующее поле одноточечных энергий перехода. Тогда

∥∆1∥ ≤ 2∥Φ∥, D ≤ ∥Φ∥, и Теорема 4.2 выполнена, если

e2∥Φ∥NX

1 + e−2∥Φ∥NX

(
1 + 2

(
1 + 2e2∥Φ∥NX

)(
exp{e∥Φ∥ − 1} − 1

))
< 1.
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Замечание 3. В работе [9] (см. также [11]) было показано, что любое распре-

деление вероятностей PΛ на XΛ, Λ ∈W , с необходимостью имеет гиббсовскую

форму

PΛ(x) =
e∆Λ(x,u)∑

z∈XΛ

e∆Λ(z,u)
, x ∈ XΛ,

где u ∈ XΛ и ∆Λ — функция энергии перехода, т.е. функция на XΛ × XΛ,

удовлетворяющая условию ∆Λ(x, u) = ∆Λ(x, z) + ∆Λ(z, u), x, u, z ∈ XΛ. Корре-

ляционная функция ρΛ для PΛ определяется следующим образом

ρΛ(x) =
∑

y∈XΛ\I

PΛ(xy),

где x ∈ XI
∗ , I ⊂ Λ, и мы приходим к определению корреляционной функции,

использованному в настоящей работе.
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Abstract. In this paper, the well-known method of correlation equations for

constructing Gibbs measures is generalized based on the concept of the transition

energy field. Using the properties of transition energies, we obtain the system of

correlation equations for lattice systems with finite spin space. It is shown that

for a sufficiently small value of the one-point transition energies, the corresponding

system of correlation functions, considered in the Banach space of bounded real-valued

functions, has a solution which is unique. Finally, the convergence of finite-volume

correlation functions to the limiting correlation function is shown.
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