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(л)

щнх в одно из подпространств />Л
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МАТЕМАТИК-1

В. М. Адамян и Д. 3. Аров

Об унитарных сцеплениях полуунитарных операторов

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р А. Александрином 30/!V 1966)

51 1. В настоящей работе уточняется и исследуется схема теории
£ рассеяния, развитая в (*՜ 3).
т Пусть V — полуунитарный оператор (4) на гильбертовом (сепара

VI է 
I

бельном) пространстве 2), А' = О О УО, У — унитарное расширение 
оператора V с выходом в пространство Н. Ни = УипЭ\ Ниже если 
не оговорено противное, предполагается, что оператор У прост, т. е. 
П УпО — {0}. Обозначим через 2-։( — ". ": А’) гильбертово пространство 
п
измеримых функцийсо значениями в А', для ко

торых ||/||2= — СII/(е/0)|1\.с/й < °С-, через Н+ (С, А') — подпространство 
2" 3 ‘— г

функций из 2.2(— ". А^), разлагающихся в ряд Фурье по неотрица
тельным степеням ел. Формулой

Лг(О)/=1. I. .Ս֊*/,  քՀՒԼ
Л'-*  ~ —А

(1)

где Р\ — ортопроектор из Н на А\ определяется отображение // на 
/2(_г. я; изометрическое на пространстве аннулирующее его 
ортогональное дополнение и такое, что

Л (О) и/^е^Ри (И)/. Ри (О) О= Нг(С-, Л ).

Из (1), (2) следует, что почти всюду

(2)

(3)

где Еч — спектральная функция оператора 27, а производная пони 
мается в сильном смысле в А'.
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Если 5—определенный на Н{) непрерывный оператор, нереста֊ 
новочный с и, то существует (’) измеримая оператор-функция 
5((/') на /V, такая, что

Л,, (D) Sf = S (е“) F„ (D)f. fk Ни,

|1 S) supvrai S(e'*)||,  
о Ч

которую будем называть субоператором оператора 5, а оператор в 
А 2 (— ". Л’)

(V)(?’) = 5 (?’)/ (е'°). /(ел) С Ц(֊ г.- .V),

— оператором „умножения “ на функцию 5(е/0).

Пусть 5 — коммутирующий с V непрерывный оператор на О. Для 
любого унитарного расширения и оператора I/ формулой

Sf= s - Jim LTn S PD Unf, HL! 
n

определяется единственный непрерывный оператор S на Н(!, являю-

щийся расширением оператора S и коммутирующий с U. Субопера
торы S (е ) таких операторов S не зависят от выбора расширения U 
и составляют класс В' граничных значений (в сильном смысле) ана
литических внутри круга |:|<1 оператор-функций S(Z) на /V, для 
которых sup ||SG) ||< oo. Если S(el) принимает (я. b.) унитарные 

км 1
значения, то S — полуунитарный оператор на /V, a S — унитарный 
на Ни, причем, вообще говоря. П^л/9=/={0} и Нs = VSn D Н1:.

п п
Однако имеет место

Теорема 1. Если dim/V<^oo, то для того чтобы Н = Ни՝ 
• (П5Л D - {0}) необходимо и достаточно, чтобы оператор „умно- п
жения*  на S(e։') в L2 л; N) не имел в подпространстве 
Нг (С, N) = L2 (- z; Д’) © Ht (С, N) (Н? (С, ^)) собственных 
векторов.

Следствие. Если S (е ') = s (е։'') /, где s (е'°) — скалярная 
,внутренияя“ функция (”), отличная от константы, а / — единичный 
оператор в И, dim/V<oo, то /7 = Н„ и П$я£ = {0}. «3 V/ "

п

2. Для двух унитарных расширений Ц и U2 оператора V (вооб
ще говоря, не простого) с выходом соответственно в пространства 
Ну и Н2 определим волновой оператор Ц) формулой
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^(Ц,, Ц) = « ֊ 1։тп и~т и™ Р _т ( ։\
‘ 1 с\ о 1 '

где Р т — ортопроектор из Нх на и~тО. | и *
Легко показать, что рассматриваемый предел существует, обладает 
известными свойствами волновых операторов и в случае, когда 

определение (4) совпадает с принятым в теории рас
сеяния р]. Для простого V из (1) и (4) получаем

= (^)А;-(^). (5)

Пусть 5(е")— унитарная (п. в.) функция класса #+ и 5, — пе
рестановочные с расширениями и1 операторы в пространствах Н., , для

которых 5(е ) является субоператором (I 1,2). Тогда —унитар
ные расширения с выходом в (г = 1,2) одного и того же полу-

унитарного оператора на [).
Теорема 2. (ср. с (7> 8)),

^(52։ ^)/ = ц) р /, л ни՝.М —

3. Пусть теперь V и 1/_ — (простые) полуунитарные операторы 
соответственно на D+ и О_, = £) 0 У^Г)±. Для определенности
примем, что (Пт/У. > с11т Л’ . Унитарный оператор и на Н назо
вем (минимальным) унитарным сцеплением операторов и И_, если

э_^н, и 1 ; = (Н = + Н֊, (6)
Се 

где
Нь—УипО ).

(л) 
о с ։

Легко построить сцепление С, для которого В дальней
шем будем считать его фиксированным и называть специальным.

Для двух унитарных сцеплений Ц и и. соответственно в прост
ранствах и Н2 операторов V определим оператор рассеяния 
5(£А, икак произведение волновых

5 (£Л>, 47։) = и7о+ (Ц, ^4) ^0_ ’ ^'1 )
(7)

= (1Г„ и2) «А՜*,  ^)-

В случае, когда //,. - Нх = Н2 = такое определение совпадает 
с принятым в теории рассеяния ('). Из (4) и (7) имеем

♦ Через С | п обозначается сужение оператора С на Р.
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ЭД, их)ЬхсН^ Ц5(О., и1) = 8(и.,, (8)

Обозначим через Л? и АТ соответственно отображения А'<(£).) 
и А՝Г(А7Г —7/՜՛ £>_). Субоператор оператора 5 (£Л, Ц)) Нцх в пред
ставлении АД будем называть субоператором рассеяния и обозначать 
521 (/’). Очевидно, ||521 1 (п. в.). Для субоператора 50(е'°) опе
ратора 8(й, (У) на основании (3), (5), (7) и равенства аД= VРЦ 
полечим

8„. (ел)/(ел) = й(Р~ НО (9)

(г‘։) А = 2ке-'։ А йРц-Е*А- А л'. (10)

Равенства (9), (10) дают повод называть 50. ) субоператором
рассеяния сцепления и. Произвольный субоператор рассеяния 
521 (е ) представим в виде

(е'’) = Л՝,'2(е'՝).$01 (ел). (II)
। /О։ (е ) неотрицательный квадратный из неот

рицательного оператора / — 50. (е")8и. (е1՛') на АД и через /.?(—к; 
Л\) подпространство в А2( — г. /У+), являющееся замыканием об
ласти значений оператора „умножения*  на функцию у ՛ (*?'*).  Сле
дующая теорема дает функциональную модель сцепления по его 
субоператору рассеяния.

Теорема 3. Для минимального сцепления и в Н сущест
вует изометрическое отображение пространства Н на 
А? = Ао(— СА\С)0 А2 (— я. /У+), такое, что

(^Г)_ = Я2-(С;СС) (0},

= {$0. (е/в )/(*'*) V’ > (е'Ъ / (?'),/(?’) 6 «2 (С; ЛГ)}.

(<?(//) (?’) е'՝ (<?/) (еи).
Построение модели проводится так же, как это сделано в (9) для 

унитарного растяжения сжатия по характеристической функции. На 
основании теоремы 3 доказываются

Теорема 4. Для того, чтобы у сцеплений и1 и и., соот- 
ветственно в пространствах Нх и Н2 одной и той же пары полу- 
унитарных операторов совпадали их субоператоры рассеяния, необ
ходимо и достаточно, чтобы существовало изометрическое ото
бражение К пространства Нх на Н., такое, что

ипк=ких-< К/ /, •
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Теорема 5. Всякая измеримая (п. в.) сжимающая опера
тор-функция, отображающая Л'+ в и\’_, есть субоператор рас
сеяния для некоторого сцепления и полуунитарных операторов V

4. Самосопряженный оператор А в пространстве Н с областью 
определения Ол назовем (минимальным) самосопряженным сцепле
нием максимальных симметрических операторов В с индексами де
фекта (г , 0), определенных на областях в пространствах О։, 
если

и + В^ = А] ; (Н — На Н а

где Нд=\^Е)В , Е, — спектральная функция оператора Д). Пред

полагается, что операторы В просты, т. е. не имеют самосопряжен
ных частей. Если ^ — преобразования Кэли операторов В^, V= 
= (В± 4- I/) (В± — </)“’, а и — оператора А. то А — (минимальное) 
самосопряженное сцепление (простых) операторов В тогда и только 
тогда, если и — (минимальное) унитарное сцепление (простых) опе
раторов V

Группа унитарных операторов Ц на Н называется (минималь
ным) унитарным сцеплением полугрупп полуунитарных операторов 
на В , если
О ^н- У± = и.:1\В^ (Н=Н^Н-, где Н„ = Уи,В ). Полу

группы V/ предполагаются простыми, т. е. Л 16 В = {0}.

Группа и, является (минимальным) унитарным сцеплением 
(простых) полугрупп I/, тогда и только тогда, если ее инфинитези

мальный оператор Л = 8-Пт ------ является (минимальным) само-
и о — В

сопряженным сцеплением (простых) инфинитезимальных операторов 
В полугрупп У՜*.

Для двух самосопряженных (унитарных) сцеплений Д1 и А, 
— е~1А'1 и и<՛? = е~‘А,։) операторов Я (полугрупп Г() соответ

ственно в пространствах /7։ и Н., определим волновые операторы

Ц7 (Д2, Д1)=Г £7(11) = 5-Ип1 е‘ ' 'е~‘А 'РО~,

где —ортопроектор из Нх на В( = е‘ В , и оператор рас

сеяния
5(Л2, Д1) = 5(^(2), £/”) = (А. А) ^֊(А, А)-

Обозначпм через £2(- ос, Л') гильбертово пространство изме
римых функций /()), ос<А<оо։ со значениями в Л, для которых
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Д’ — И/(л) 2 </'•<« и пусть С/ — изометрическое отображение
V — V -

(<//) (X) = —1— // ——, /(€՝') £ Л.,(— к; Д'), пространства £2 (— к, 
/ — I \) — I /

Л ) на £2 ( — х. '*֊֊՝■;  Д'), а Лд — отображения (/РУ пространства Н 
на £2(—оо, -о; .V ). где и — преобразование Кэли сцепления А в Н. 
Тогда

г;, 5(Д2, А.)/ = ^(Х)/^,/, /СИд.՝

где 521 (/), — ос<).<^ оо измеримая (п. в.) сжимающая оператор- 
функция на Д . называемая субоператором рассеяния.

На основании теоремы 2 5(А„ Д։) = £(£/.., где Н.2 и — 
преобразования Кэли операторов Д., и ДР Это позволяет перенести 
все результаты, сформулированные для унитарных сцеплений полу- 
унитарных операторов на самосопряженные (унитарные) сцепления 
максимальных симметрических (полугрупп полууннтарных) операто
ров, причем в функциональной модели сцеплению А(И1) соответст
вует умножение на / (е ‘ ') в Ь\. [5 частности, для субоператора 50. (/.) 

о а
оператора 5(Д, Д), где А фиксированное сцепление, преобразова- 

О
ние Кэли которого Н является специальным, имеем

О

5„. (')/,„ = и /(/.)^Л.(-оо, оо;Л'Д (9)

(л) Л = т. - /)» и֊ Рх_ Е, И, (Ю)

Если И и £)_ —ортогональны в И, то субоператор рассеяния 
•%•(') сцепления А является граничным значением аналитической при 
.1шг<^0 оператор-функции 5 (г),

$(г) = - —21

где Rг = (А — г!)~х . / . Я
С другой стороны, в этом случае для обобщенной резольвенты 

о, И = и_, имеет место формула
** » 1 О С . Л.

^=^+֊^;^р(,-Л._|/֊^(^|рЛч <?;• <12>
с

где — обобщенная резольвента сцепления Д, а (}г = ( А — И) ( А- 
- г/у 1 (ср. с (10)).

Авторы выражают благодарность М. Г. Крейну за интерес к 
работе. ' ‘ '«^^3
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•I.. IF. ԱԴԱՄ9ԱՆ է։՚|. Դ. Д. ԱՐՈՎ
Կիսաունիտար օպերատորների ունի տար շղթայակցումների մասին

ՍՀ և Սշ օպերատորները /J հխրերտ)ս,ն տաը ած ո, JJյաՆ .Zfcf տ^ած Г կիստ֊ 
„Л/,տար օպերատորի / ա յնտս^քն ե րն են հա մ ապատ ա и խտնա րար Ц՝ և //, տարածություն-

ներու֊մ^ ( i) րաՆաձեով սահմանվում Լ ԱՀ ( Ս I շ) ա(իրսրյ[/ն о պե րա տ ո ր ր ւ 'եիղոլր $ կ ի - 
սանիտար օպերատորը 1)֊ում տեգափոխե քի է \ - ի հ ե տ ձ Տյ ձ Տշ ունքրտար օպերա֊

տորներր S-/f լայնացումներն եՆ ղեպի համապատասխանաբար //{ փ. q. ր. I D [// 7,2) տտրա^ուխ յունները և Տ/ = Տ. Սլ Htr .• • • 1 ՝ ( ^ուս է

յես՚րիկ կերպով
արվում, որ Ц (ՏԴյ Sy) ալիքային օպերատորը Jinuiui 

կերում է //Շր T ^(յՀՒ մե! k

W(S2,SJ W(U2.UX)

— փ- ч- P‘ 1$՞' ^\~Ւ 'lra,։

ք՝երվոլմ է պայմանք որէ ղեպրոլմ //^; ե // tn ա ր ա Հ ո ւ թ յ ունն ե ր ր •» и/ մ րն կն ում եՆ է
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