
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԽՏ II Ի 1*3 II ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՍ՚հԱՅԻ !> I» Կ II I' В В Ն 1| (• 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С р 
՜ ХЫИ 1966 Г

МАТЕМАТИКА

Г. А. Дангян

Об одном свойстве нильпотентных р-групп

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 27/\'П 1966)

В работе Хобби (’) для конечных р-групп доказано следующее 
утверждение: если Р։) Ф (Р), то /(<’> = Ф (/<„), где п — любое целое 
положительное число. Цель настоящей заметки доказать справедли­
вость этого утверждения для любых нильпотентных р-групп.

Введем следующие обозначения:
Кп — л-ый коммутант группы Р; Г„ (Р) —//-ый член нижнего цент­
рального ряда группы Р; Р(1) — подгруппа, порожденная множеством 
всех элементов вида хру где х^Р; Ф (Р) — подгруппа Фраттпни груп­
пы Р; 9 (Р) — подгруппа, порожденная всеми элементами вида 
(-*, У) = у~р х~р (х-у)р, где х, у Р; [х1։- • •, хЦ коммутатор элементов 
-А I» ‘ ՛ '•> X 5.

По определению Хобби р-группа Р называется р - абелевой, 
если для любых двух элементов х и у имеет место равенства 
(х-уУ = хр ур. Нетрудно заметить, что р-группа Р тогда и только 
тогда будет р-абелевой, если 6(Р)=1,

Лемма 1. Любой коммутатор вида |у*. х] имеет вид
[Ур, х| =

где а Г4 (Р)
Доказательство •

|У". -V] = у-" X֊՝ у-х = у֊!' (х֊՝ ух)" = у -!• {у • Iу, л| |/’ = (у, [у, х|). (•)
Пусть |у, х] = и, вычислим (у • и)р

(уи)2 = уи-уи = у*и-\и, у] и = у։м2 у] (**)

(у «)3 = У2"2 [«, у] АЦ• уч = у2й- уи [и, у] £4
так как у| Г 3(Р), а следовательно | [«, у|-£4, уу| £ Г.։ (Р).
Для простоты различные элементы группы Г4 (Р) мы будем обозна­
чать одной и той же буквой Пам существенно констатировать, 
что данный элемент принадлежит группе Г.ДР). Таким образом

(у//)л=у2//’ун [я, у] Я4 = У3«я у| У у] =
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— Уаи3 |/г2, у) #4 |«, у] = уЗаз |/г» у]. у]
Докажем справедливость равенства

|«л,у1 = у|я (9)
Это равенство справедливо, очевидно, при п= 1.

Пусть оно верно при п — 1, то есть
|ип՜1, у1 = |«, у]л՜’ £4, 

тогда
[ил, у! = [«, у]"՞՜’ [ил"։, у] =

= а֊(л֊1) [н, у] ая֊։[я, ур՜1 ё4 = [и, у| £4[«, ур֊։= [и, ур
Таким образом доказана справедливость равенства (2) для любого 
целого положительного числа п. Применяя это равенство из (1) по­
лучаем:

(уа)3 = у3и3 [м, у]2 [к, у| £4 = у3н3 |и,у]3^. (3)
Докажем справедливость следующих формул:

(уи)2п = у2пи2п |к, у|(2я-։)я£4 (4)
(уп)2я+1 = у2" + 1 н2я+1 [и, ур2я+։> п gv (.5)

Справедливость этих равенств при /г=1 нами уже доказана, это 
формулы (**) и (3). Таким образом мы можем применить метод ма­
тематической индукции. Но нетрудно видеть, что из равенства (4) вы­
текает равенство (5) и наоборот.

Действительно
(у//)2я4֊1 = (уи)2пуи = у2п■ и2п■ [и, у](2л-։)л £։ун =

= у2я • и2п • уи |//, у|(2л-1) л . у2п 1.ц2п. у| н. у](2л-1)л . _

= у2л+1м2л+1.[«2", у] [м, у|<2я֊’) л-^4 =
= м2л+։-я2л+1-1«. у]2"-м|<2я-1) =

2л-֊։ ■«2я+* у](2я+1)я
Аналогично, из равенства (уи)2'1՜1 = у2я-: ц2я~։• |//. у|<2я-’ия֊>) мож­
но получить равенство (4). Таким образом справедливость равенств 
(4), (5) доказаны. При 2п Т 1 =Р, получаем

р (Р-1)

(у и)р = ур ир [п, у)
т. е.

р (р-1)

(у. «) = (у.|у, *1) = у] ‘ 
Поэтому подставляя это значение в С*) получим

Р (Р-1)

[у₽, х] = |у, А'р |«, у| ’ или
1у/>. -Ч = 5-л.| где $£К(|), а £4£Г4 (Р). 

Что и требовалось доказать.



Следствие 1. Пусть //£Р(1>. Любой коммутатор вида [«, х]
имеет вид:

[И, Л*| =

где з£К<«\ а ^Г4(Р).
Доказательство. Так как и С Р[ 1 \ то

" = У',' • УЧ • * ’ УЧ ■
Гакнм образом нужно доказать, что

1«. л'] - |у^у§--- ур5, х] = ^л-
Как мы доказали (лемма 1) справедливо это равенство при п =1. Сле­
довательно, можно применить метод математической индукции. Пусть 
справедливо равенство

у;_,, л՝| =
Тогда

|У1 ур2 ♦ • • /-։• х) = (у?- уЧ ■ ■ • уЧ-ь х]^-|у?, х] =

= (5гЯ4)^ • «3^4 = У^У^У։ Р ^,уЧ32£4=3-£4,

так как подгруппы /<(1) и Г4 (Р) инвариантны. Что требовалось до­
казать. I

Следствие 2. Пусть /< <= рп) и /(<*)= 1, тогда Г3(Р) = 1.
Доказательство. Так как /(ср», то каждый коммутатор

вида |и, у), где и^К имеет вид:
|//, л] =5-я4 

где
а € Г4 (Р). Но /<<’)=!.

Таким образом Г3(Р)ЕГ4(Р). Так как группа нильпотентна, то из 
последнего включения вытекает Г3(Р)=1.

Л е м м а 2. Если Р нильпотентная р-группа, то
ф (Р) = Р^К.

Доказательство. Включение Р(»/(сф(Р) верно ((2) след­
ствие 10.3.2. стр. 176). Докажем обратное включение Ф (Р) Е Р(|) К. 
Из включения Р^А'ЕФ (Р) следует, что фактор-группа Р/Ф (Р) абе- 
левая с элементами кроме единицы имеющими порядок р. По первой 
теореме Прюфера((э), стр. 156) фактор-группа Р/Ф (Р) — разложима в 
прямое произведение циклических групп. Пусть М — множество пред­
ставителей смежных классов базиса абелевой группы Р/Ф (Р), тогда, 
очевидно, множество М служит минимальным базисом группы Р в 
том смысле, что любое собственное подмножество множества М уже 
не может порождать всю группу Р.

Пусть х — произвольный элемент группы Ф (Р). Элемент X имеет 
представление

X — Хр’Хц’ • "Хг, (6)
где элементы х,,, д*7, принадлежат множеству М. Пусть в 
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множестве элементов хр, хч, ••.,хг входят следующие различные 
элементы х։, х2, •••, х*. Гогда упорядочивая выражение (6) приве­
дем его к виду

х = х^...д»л -5, (7)
где 5' € АГ.

Если вычет а/ по модулю р обозначить через то путем даль­
нейших очевидных преобразований можно выражение (՛) представить 
в форме

X = (х{- • X;} • ■ . х\к ) - (хр/' • ху • . . х]к р ) • 5', 
где К-

Но последний элемент принадлежит, очевидно, подгруппе Фрат- 
тини группы Р тогда и только тогда, когда р2 = • • • =1к -0, то
есть когда X имеет вид:

X = X™ • Х^Р • • ‘Х]кР - х', где $' £ К.

Таким образом х(;Л1(1)А и тем более х Р<։>-К, что и требовалось до­
казать.

Теорем а. Пусть Р — нильпотентная р-группа. Тогоа если 
р։։) = Ф(Р), то К™ = Ф (Кп).

Доказательство. Пусть Р — р-грулпа минимального клас­
са нильпотентности / для которого выполняется условие Р(1’=Ф (Р). 
но существует такое п>1, что А^։)=/=Ф(АЛ), но А(|) 4= Ф (А), так как 
если было бы /((1) = Ф (А), то отсюда следовало бы (ввиду того, что 
К — ^-группа класса нильпотентности меньше, чем /), что Л™ Ф(АЛ) 
при п 1, 2, 3, что не верно. Таким образом А'*1’ Ф (А). Докажем, 
что /<(1,= 1. Пусть А(|,т^=1. Рассмотрим группу Н = РКв). Докажем, 
что группа Н удовлетворяет следующим условиям:

1. // — группа нильпотентности меньше чем /.
2. //0) = ф(//),
3. /<<»(//) =1.
1. Так как Р группа нильпотентности /, то для любых /-|֊1 эле­

ментов д-р X/, лт+ь коммутатор |хп х2, •••, х/, х։_1|=1. Нам 
нужно доказать, что коммутаторы вида |х1։ х2, • • ■, х( | принадлежат 
подгруппе /<(1) откуда будет следовать, что [д1։ х2, • хг| = 1. где 
х1։ х2, •••, X/ образы элементов х1։ х2, • ••, Д'/ при гономорфизме 
Р — Н ~ 7(Р/11), а из последнего равенства будет следовать, что под­
группа //-группа нильпотентности меньше чем I. Так как А^Р1’, то 
на основании леммы 1 имеем

где

Пусть *

где

|а*1։ л՜,, ха| | (а|։ -V.], х։| ,֊

5 €«<՛>, а £,€Г4(₽).

[А-р А*о, • ՛ 1 | э

а ^ГЛР),



тогда |
|х։, х2,- • •» л*,_|, х(1 = ||х։, х2,- • •, х/_| |, х, ] = [«£Ч» *г1

= |$, х< |г/ [#, X, I = £Г՛ 1$, х, I ё1 • Аг/ + 1, НО |$, X/1 = 5՜՝ хГ* $х, =՝3 

ибо
х֊1 зх1 А<’>

ввиду инвариантности А(|). по той же причине
Я՜' |«, Х‘ I = ^Г՛ щ £ ЛТ>. I

Таким образом коммутатор |х1։ х2, х/1 при любом целом/имеет 
вид I

|х։, х2, • • -, X, | = Х£/+1 , I
где

$£А(1\ а £Ж £ Г/+1 (Р)
положив I = I, получим

|х։, х2, • • •, X/ ] = «, так как £/+։ = 1.
Таким образом утверждение 1 доказано.
2. Для доказательства равенства Н(1) = Ф (/У), на основании лем­

мы 2, достаточно установить, что Л (/У)с/у(О. Пусть и Л2 любые 
два элемента группы Н. Имеем

|А։, Л2] = |х։, ха]-А(1)(Р), 
так как

|х։, *21 ер(1), то |х։, х2| КС» (Р) £ /У<’>, 
то есть . •

Д2]

следовательно, К (Н) <=■ Н(}\ что требовалось доказать.
3. Докажем, что А'(1)(/У) = 1. Любой элемент у£.К(Н) имеет 

вид у = у К{Х) (Р), где у£ А (Р), а следовательно, у1' = ур (Р) = 
= А(1) (/->), таким образом К(}՝ (Н) — 1.

Из свойств 1, 2, 3, ввиду выбора группы Р вытекает
1 =^»(//) = ф(ЛГ (//)).

Поэтому

1 = Ф (А (//)) = Ф ( Л (Р) 
\А(1)(Р)

Ф (А(Р)) А(1)(Р) 
' А(1) (Р)

так, что А'(|) (Р)5Ф (А (Р)), а следовательно, А(|)(Р) = Ф (А'(Р)), что 
противоречит нашему предположению. Таким образом А(|) (Р) = 1- 
При выполнении последнего равенства из следствия 2 вытекает 
Г3(Р)=1, т. е. К(Р) абелевая группа, а следовательно К{Х)(Р)- 
— Ф (А (Р)), что опять противоречит условию, А(|) (Р) Ф Ф (А (РД 
Теорема доказана.

УКП РПИЖТ



Դ. չ. դավմանՆ|ւ|Ա|11էոԼ1ւտ p-խմբերի մի եւստկու|»յան մասին
Չ \որրՒ (3) վերհավոր բ-խմրերի համար սաա.ք<(աէ Լ հեաեյա/ ար.

յունին երրէ

Եթե ր{Կ = Փ{Բ), ապա = Փ (Հ^-րաե., Հ^ըԲթմրիո-րդ կոմորէ տանտն Լ, 
ք Ա) •£ X ~Ւ ենթախումբն էէ որն աոահացևլ Է .Է"’" տեսրի րպ*ր (/ ե մ են ս»Ն ե ր իա,

Ո ո
րտեղ X Հ XՈ (Ո֊Հ ցանկացած ամրողհ դրական թիվ է)է

Տվյալ աշխատանքում աոաջին և երկրորդ /եմմաների հիման վրա ապացուցվում Լ 
երոհիչյա/ պնդման Աք րքք ա լք ա էք ի ու թյոլնը ցանկացած նի/սլոտ^նա բ-խմրերի համարէ

իր հերթին աոաջին լեմմայից րքսու մ է Հոբրի ( հետևյալ արց յոլն րր է

Եթե = Փ(/^) և !\ 1ք ապա ! շ - /, որտեղ ! յ-ր /* թմրի ստորին կենտրո»
՝ական քսրքի երրորդ էչեմ ենտն Էէ
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