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МАТЕМАТИКА
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О полноте системы собственных ункций для одного класса• I

краевых задач с индефинитной формой

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р. А. Александрином 4 IV 1966 յ

| В настоящей заметке рассматривается 
краевая задача на собственные значения

следующая однородная

Ми + + ւ~Լս =0,

и д'-'и 
дгг~х

(I)

(II)

где М, М, Ь — однородные дифференциальные операторы с постоян- 
I ними коэффициентами порядка 2՝/ от независимых ие-
| ременных хх---,хт (целое число у>1).
1 Г — граничная поверхность ?п-мсрного эллипсоида
В в котором рассматривается краевая задача (I). (II).
В" п. — внешняя нормаль к Г.
В Задача (I), (II) в случае, когда оператор £ отсутствует, перво
начально изучена в работах Р. А. Александрина (‘ 2) (случай ՝/ = !, 
т = 2, /V — эллиптический оператор). Случай произвольных ՝• и т, а 
также краевые задачи более общего вида были изучены в работах 

(()“ м = — . 
0\1-11= , £. * +

В дхду дх2 ду3 
в которой получены рекуррентные формулы, определяющие полную 
систему полиномиальных собственных функций этой задачи.
■ Обозначим через /? пространство всех полиномов от хг • л’Л|, а

О 
через /?/—пространство тех полиномов из /?, степени которых не 
превышают / и которые удовлетворяют граничным условиям (II). По- 
81 ложим R = и R! .■
I Очевидно, что операторы М и £ отображают R в R. Относи
тельно операторов М и £ предполагается следующее:

задача (I), (II) рассмотрена в работе (а),
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(Д) ( I)4 ( Л1РА/2<0 и (В) (-1)' I 1Р-Р4°>0

для всех Р=£=О£Р. Легко заметить, как это следует из сделанного пред- 
, и 4

положения, что отображения R R и R "R являются изоморфизма
ми и поэтому операторы А! и А имеют обратные Ж՜1 и А՜1, отобра

жающие R на R . л

Пусть и”, соболевскоё пространство функций, имеющих обобщен
ные производные до у-ого порядка, суммируемых с квадратом моду- 
ля в области 2 и обращающихся в нуль почти везде на Г вместе с 
производными до V—1-ого порядка.

Теорема. При условии (Д) и (В) однородная краевая задача 
(/), (//) допускает полную систему полиномиальных собственных 

функций в
Доказательство этой теоремы непосредственно вытекает из двух 

вспомогательных предложений, для установления которых необходи
мы некоторые предварительные построения.

Применяя с обеих сторон равенства (I) оператор А՜1, обратный 
к оператору А, мы можем однородную краевую задачу (I), (II) в

классе полиномов R переписать в виде операторного уравнения
Пр/ -|- 2Х П2и — ՝РЕи =0, (3)

где П^-А-’Л/, П, 1֊^П.
О

Введем прямую сумму пространств R \ R = Н. Тогда уравнение 
(3) можно представить в виде

(А—/) и цВи = 0, |1= —, (4)
).

где и = ^ —элемент пространства Н, а операторы Д, В, / заданы 

с помощью операторных матриц

д = (° 2П=Ш° п’ ) Е °) 
\ 0 0/ \ Е 0 )՝ \ 0 Е ) ■

А՜—единичный оператор в/?. |

В самом деле, легко убедиться в том, что если и£Р удовлетво
ряет уравнению (3), то и = ( " является решением матрич-

/ и \
ного уравнения (4) и, наоборот, если и ) № является решением

■А
матричного уравнения (4), то каждая из компонент вектора и удовлетво
ряет операторному уравнению (3).



Через Н։ обозначим прямую сумму пространств/?,Х/?,.//, есть

подпространство пространства Н со скалярным произведением
- -

< /А Я > = (Р1. + (П։р2. <72)£ = (-!)’• Л1р2<72^2 ,

Из того, что пространство /?, является инвариантным относительно 
операторов П։ и П2 (՛), очевидно, следует, инвариантность простран-

• ства Н[ относительно операторных матриц А и В. Далее, поскольку 
I о И

отображение /? /? есть изоморфизм, то оператор П։ отображает

пространство /?/ на себя и имеет обратный ПГ՛. Отсюда получаем, 
что операторная матрица В имеет обратную в виде

40
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В самом деле, имеем

В-В֊' = (() ПЛ • ( 0 Е } = (Е 0 ) = /
\£ 0 / \ ПГ 0 / \0 Е /

налогично В~ХВ = 1.
Применяя с обеих сторон равенства (4) оператор-матрицу — в՜1,

запишем в виде
I П и — ри =0,
где

П и = — В֊1 (Д - 7) и = ( , “2 ,
\ П։ «!֊ 2 П։ П2//2 /

для всех и = ( 1 ) £ И .
\п2 /

Перейдем теперь к доказательству вспомогательных лемм.

Лемма 1. Оператор П для любого числа I >-2у в Н1 имеет 
полную систему собственных вектор-функций.

Доказательство. Поскольку конечномерное пространство

Н1 является инвариантным относительно оператора П, то для доказа
тельства леммы достаточно установить симметричность оператора П

в Н\.

Для любых и = ) и V = из имеем

П//, и >(//.,, иД + (П։ |П1 1 и, — 2П1 1 Пан2], т/о) = (и2, “иД + 
R

«РИАНГЧИ.



4֊ (иг — 2П2 и2, и2) = («1։ тл.) + («2, - 2П., о2) =
к К R

= (и» ^2) + (П1 «я» ч /?
П| 1 2 П1 1 По ^о) = <С к, П V ^>.

/? (5)

Здесь мы воспользовались симметричностью операторов П։ и П2 от
носительно скалярного произведения ( , ) .

R

Равенство (5) означает, что оператор П в/// является симмет
рическим относительно скалярного произведения < , > и, следова
тельно, (7) имеет простую структуру. Лемма доказана.

Л е м м а 2. Первые компоненты полиномиальных собственных 
векторов оператора П являются собственными функциями для 
краевой задачи (/), (//).

Доказательство. Пусть р — \?г \^Н является полино- 
' \Р* /

миальным собственным вектором оператора П с собственным значе

нием [V, т. е. р тождественно не равняется нулю и

п Р - щ = 0,
или в раскрытой форме

) Р-2 = РРг
I ПГ1 А — 2 пг1 П2р2 = р.р2;

(6)
(7)

тождественно не равняется нулю, так как в противном случае

р =0.
Применяя с обеих сторон равенства (7) оператор Пл и подстав

ляя значение р2, из (6) получим

ПлРл +2/.П2Рл - >.2Ер1 =0, X = — .
I1I

А это значит, что рг является собственной функцией для краевой за
дачи (I), (II).

Сопоставляя леммы 1 и 2, заключаем, что краевая задача (I), 
(II) имеет полную систему полиномиальных собственных функций в 
классе всех полиномов, удовлетворяющих граничным условиям (II). 
А поскольку полиномы, удовлетворяющие условиям (II), образуют 

плотное множество в то сформулированная выше теорема до
казана.

Проиллюстрируем полученный результат на примере.

Пусть в задаче (1), (II) М = — V --=•֊, (г</п),А = ( —у 4֊
Г! дх‘ \^1

д2 \՛
4՜ • • • * 4՜ —2֊) = Д', а /V — произвольный однородный дифферен- 

(^хт /
циальный оператор с постоянными коэффициентами порядка 2*.
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Покажем, что оператор М удовлетворяет условию (А), а опе
ратор А условию (В).

I В самом деле, для всех р £ /? имеем

<8>

(9)

Из равенства нулю интеграла (9) следует, что р полином степе

ни не выше V—1, а из принадлежности р£[? следует: р =0. Следо
вательно, оператор Л удовлетворяет условию (В).

■ Далее из равенства нулю интеграла (8) заключаем

I д'* ОI - - =0, т. е. р = у </, (х') • х?, х'= (х,,--, х,_ь х1+|,.. х„).
I дх> &

Отсюда и из того, что р удовлетворяет граничным условиям (II), лег
ко усмотреть, что все коэффициенты <4 (х') равны нулю и поэтому

■ ' д1։
I Это значит, что оператор — V -----т- удовлетворяет условию (Д).
I дх> '
I Таким образом, в этом примере существование полной системы 

собственных функций в 117'։) краевой задачи (1), (II) следует из вы- 
шедоказанной теоремы.

Институт .математики и механики 
Академии наук Армянской ССР.
Ереванский государственный 

университет

Դ. Վ. ՎԻՐԱԲՅԱՆ

Անորոշ ձև ունեցող եզրային խնդիրների մի դասի սեփական ֆունկցիաների 
լրիվության մասին

ԱշքսասւանքոԼէք ււխոսւրկվոլմ է սհփական արք/ե^Ների 
հո եզրային քսն ղ(՚րը՝

Ми 4- 2л № + 1*Լս = 0,

и

(I)

ди д'1-'и
дп (П)

пр.пЬч М, 1Հ Լ-ր Х։,---, хт անկաքււ փոփոխականների

հաստատուն զ ործ ա կիցն եր ով համասեռ դիֆերենցիալ օպերատորներ են է (|) (П)
դիտարկվում է I եզրային մակերևույթ ունեցող ГП-չափանի Զ կյիպսոիղում. \'֊ի ար֊
I °սւաըին նորմալն Հ/ /?’"’/ նշաՆաէ/Լն^ X, .., Хт փոփոխականներից կախված րոլոր այն

բազմանդ ш մների ություն
Л1 և Լ Օպերատորների վ ր ա ղրվ

րավարարում են (II) եզրային պայմա 
ևյալ պայմանները'
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(«) (-1р (Г՝) (-1)' \1-Р‘Р<^>0: 
с>

О
ГП1ПГ ПрпЪр 'Ьп! ^ШрШ р ЧГП } ЬЪ 1в Ш1Л^1Ц,11П1 >/ ЛЪ
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