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Точечными скоплениями на плоскости (в дальнейшем просто 
скоплениями) мы называем произвольные конечные множества точек

Р— (Л, Р2. • • £«)»
расположенных на плоскости. Заимствование из астрофизики термина 
„скопление41 в данном контексте представляется оправданным тем, что 
именно фотографии астрофизических объектов доставляют множество 
примеров обширных (л^х) скоплений.

Скопление Р назовем выпуклым, если все точки Р}---Рп могут 
служить вершинами одного выпуклого многоугольника.

Определим функцию скопления.
г (Р) - число точек в максимальном (по числу входящих точек) вы

пуклом подскоплении скопления Р.
Основываясь на результатах Реньи и Суланке, легко дать ниж

нюю оценку порядка роста Среднего значения ?(П) для некоторых 
последовательностей случайных скоплений П.

В работе этих авторов (г) в Действительности исследуется асимп
тотическое поведение среднего числа вершин Еп в минимальной вы
пуклой оболочке случайных скоплений, получаемых путем независи
мого „бросания44 п -очек в различные области К.

Оказывается, что порядок роста Еп существенно зависит от на
личия или отсутствия изломов у границы области К. В частности, 
для областей, граница которых обладает непрерывной кривизной, ус
танавливается

Еп (Г3 fl )•
Отсюда вытекает.
Теорема 1. Пусть случайное скопление Па- строится путем 

независимого „бросания" п точек в произвольную ограниченую об
ласть К. Тогда порядок возрастания среднего значения ф (Пк) не 
меньше, чем ? п.
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П Доказательство следует из того, что в любой области К можно 
указать выпуклую подобласть к' с границей, имеющей непрерывную 
кривизну.
г Легко видеть, что подходящим выбором области К для данного 
п можно добиться, чтобы среднее значение ?(ПЛ) было близко к п. 
Представляет интерес поэтому выяснение существования скоплений Р 
с малыми (по сравнению с f п) значениями ? (Р). Класс таких ско
плений, грубо говоря, всегда является маловероятным для случайных 
скоплений Пк, каким бы образом мы ни выбирали область К.
F Поставим минимаксную задачу; именно определим функцию
I / (л) = min 9 (Р), 

где минимум берется повеем возможным п — точечным скоплениям Р. 
при дополнительном ограничении, что никакие три точки скопленияР 
не лежат на одной прямой. Задача состоит в нахождении верхней 
оценки для /(л).
ы Отметим некоторые свойства функций <р и /.
г. 1) Существуют такие скопления Р, что ®(Р)=/(л),
I 2)/ (л-Н) >/(л),
I 3)/(л-к Л1)</(Л)-|֊/(/л).

Выводу более сильного неравенства в теореме 2 предпошлем две гео
метрические леммы.
■ Лемма 1. Пусть ^{Р)=/(п). Можно указать такие малые 
круги Сг- -Сп с центрами в Р1- РПу что для любых точек (^^С^ 
(^п £ Сп
■ <? (0) = / (л) где С? = • • СМ.
Легко видеть, что лемма 1 является следствием принятого ограниче
ния на множество рассматриваемых скоплений.
I Лемма 2. Пусть Р — произвольное скопление точек. Можно 
построить дуги £։- • -ря. Р^^- ■ ■ Рл£ обладающие свойством: лю
бые три точки В։. вместе с любыми тремя точками
Л1, В1, (/ и j произвольные) не порождают выпуклого скоп
ления.
| Доказательство легко получить, беря в качестве ^•••^„„доста
точно короткие" дуги окружностей „достаточно большого" радиуса, 
ориентировав их в подходящим образом выбранном направлении.
I Теорема 2. / (/V) < min (2 9 (л) 4- т —2)

пт = А
Г Пусть mn = N. Возмем л —точечное скопление \РХ---Рп} такое, 
что ? (Pi* • Рл) =/(л) и построим круги С1- Сп согласно лемме 1 и 
дуги Pj-'-рл согласно лемме 2. Поместим по т точек (с общим име
нем Q) на каждую из дуг

— Pi А С^, • • •, П Сп
и оценим число точек л в максимальном выпуклом подскоплении 
А точечного скопления, состоящего из Л' точек (?. Нетрудно видеть, 
что число различных дуг а/, для которых существует С? С3',
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не превосходит /(/?)• Кроме того, с / (//)—1 из таких дуг я/ может 
входить в £ не более чем по две точки С), и лишь для одной из дуг 
я,- в А могут входить все т лежащих на ней точек (?. Таким образом,

л-<2 [/'(//) - 1| + т.
Так как 5 (Л7) < л*, то теорема доказана.

Следствие. /(/V) о (Лг“) при любом яТ> 0.

1К <1.. ՀԱ1ր₽ԱՐԱՈ1՚ՕԱՆԿետսւփն 1|ւո|էոԼւփ ո ։ ո ո ւ <| |ւ 11 ենթակույտԼւփ ւ|Լոււբեւ՝|սւլ
Կետային կույտ տվ(ալ Հողվածում մենք անվանում ենք հարթության վրա ղտնվող կետերի 

ամեն մի վերջավոր բազմությունը։ Կույտը անվանում են ր ուռուցիկ, եթե տվյայ կույտ կազմող 
կետերը կարող են ծառայեք ոըւզես մի ուռուցիկ բազմանկյան զաղաթներւ

Կ ետտյին կույտերի Համար ղիտարկվ ում է մ ին իմ ա բւ/ա յ ին խնզիրր' բանի կետ է պարուԽս* 
կում 11-կետանի կույտերից ընտրվող մաքսիմալ ուռուցիկ են թ ա կո ւ յտ ե ր ի մինիմումը Լվ (^) 
ֆունկցիան)։ Ցույց է տրվում, որ

ք(ո) = 0 (/ր)
կամայական 2^>() համար!
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