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МАТЕМАТИКА

Э. М. Кегеян

О предельных множествах аналитических функций,ЗЕ
заданных в круге

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном 3 11 1966)

Пусть И и 5 — соответственно единичный круг и единичная ок֊ 
ружность комплексной плоскости 2, р (г) — действительная функция, 
заданная в промежутке |0,1), которая монотонно возрастая, стремит­
ся к -Р оо при г->1 и, кроме того, р (0)>0.

Обозначим через Н (р, О) класс аналитических в области В 
функций, удовлетворяющих в ней условию

|/ (г) |< р (|г| ),
а через Д/ (6) —множество предельных значений функции / (г) на 
радиусе ге'ь (0 1), т. е.—совокупность чисел Д, для которых су­
ществуют последовательности {гл) такие, что

1. ք п —♦ 1
2. Пт ք (гп е*) = А.

В работе (’) Мак Лейн доказал, что в каждом классе 77(р, О) суще­
ствует функция /(г), для которой множество Д/(&) (о-С 0 <2՜) со­
держит значения 0 и

В настоящей работе доказывается следующая
Теорема. В каждом классе Н (р, £)) существует функция, 

множество предельных значений которой на каждом радиусе сов­
падает с полной плоскостью 2.

Доказательство. Пронумеруем всевозможные пары рацио­
нальных чисел

и пусть сп = ап -Н 1Ьп.
Далее, обозначим

(а1։ ծ։),- •., (апу Ьп),-- •

через

тк= к (/г 4-1)
2

и определим последовательность комплексных чисел {дП} следующим 
образом: &

Ск

^էԱ-Ոէկ

д щ при т = тк
при тк < т ՀԼ тк+\

к = 1, 2.---
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Очевидно, для каждого т последовательность
т , «т +1, <^/п+2 ,

всюду плотна на плоскости X.
Обозначим через е+ и е~ соответственно дуги

- окружности г =1---- -
3

л
3 3 1— - < аг5 2 —- - окружности | г [ -1------
4 4 6

а через е„ и — совокупность значений функции
1_ л

п/~ । Iя 'л<1Гкг при г соответственно на е~ и е~. Кругу г = \г\ е г
Л /" 1

обозначим через Г)п и пусть

= 4՜
Ея = Оп 4֊ еп.

Рассмотрим функцию
. . 10 при7 (г) = { 1 1

I (1 при 
где (1 — произвольное комплексное число.

Так как она непрерывна на замкнутом множестве Ех со связным 
дополнением и аналитическая в его внутренних точках, то, по тео­
реме С. Н. Мергеляна (2), для каждого з>0 найдется полином Р(г), 
такой, что

\9(г) ֊֊ Р (г)|О при з£Е1.
В дальнейшем такой полином будем обозначать через Р (с, с1,г). Он 
имеет следующие свойства

а) \Р (г, с1, е)|<£ при г£Вх
в) Р (г, (I, е) —йЦ<е при (1)

Постараемся найти требуемую в теореме функцию в виде суммы по- 
I л и номов. Последние выберем последовательно.
I / «(0) \

С этой целью рассмотрим полином Р1 2, '■-----  ) и возмем

настолько большим, чтобы

Пусть Рх (г) = Р / гя՛, Ц—\ а Q1 (г) = 0.

Начиная с некоторого номера 1% выполняется неравенство



п

Возьмем п настолько большим, чтобы

(1
2*+’

Далее обозначим
Л41 = тах | |/< (?)! + 11

2£1>

и рассмотрим полином
Н(О) \

22+։ М, /

Очевидно, если //достаточно велико — п> Л’։, то

Н(О) \
22 1 /И17 22+1 м

при

Выберем //2>։пах {Л\; Л\} и за Р2 (г) и р2 (г) возьмем полиномы

R (г) = р(гп\ Л2У 
" \ 22+1 /

<Э։ (г) = г"., - 1, ) |Р, (г) + (г)].

Вообще, если уже найдены полиномы {Рк (г)} и (г)) при А = 1,2 '
• ту мы построим (т -4- 1) -ий полином следующим образом.

Начиная с некоторого номера 1Чт

Возьмем настолько большим, чтобы

Р ( гп, с1т+

(2)

' (3)

Далее обозначим

М,п = шах

и рассмотрим полином
(0) \ 

2т+2.и„,7

Очевидно, если п достаточно велико —л

Н (0) \ 
2'п+2/Ия։7

Iх (|г\) 
2,п+2МП1 '

(4)

(5)

(6)

Выберем
> шах {Л^т, (7)
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и за Рт+|(г) и ։(г) возьмем соответственно полиномы

и

гпт - 1
I1 (О) (8)

НО) \< • (9)
т' к-1

Пусть

(Ю)
т *1

Из (8) и (3) следует, что для всех п

2Я"։

Эти

А из (9), (4)

неравенства с

и (6) — что

КЫг) К

определением (10) функции Ф(г) приводят за-
ключению, что

|Ф(з) \<Н1*|) при г£/Л

■ Ф (2)^Л/(н, О).
■ Теперь пусть с1П1 — один из членов последовательности {е/Д Оценим 

разницу
т

при
Имеем:

т —1

ИМ*) + "Ь (-) I ~Г
Л-1

црЛ(г)1 + т-)|]. (П)

Для каждого х£епт из (9), (4) и (1)

V '|Р4(г)+а*(г)1 + <2™(г)1 = ; 
к • 1 '

>< 1 + Р^ 2Ят,-1,—1 <Л1

получим:

т -1

[Р> (2) + (?* (г)| X

Iх (0) (12)
гл — 1

Н (0)

Далее, из (8) и (1) следует, что

Рт (г) ֊ с1т | < - при (13)

։ Наконец, из (7) и (2) видно, что еПт с Г)Пк 
(9) и (I) получим
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Аг - т + I
А- (г)I 4 I Q« (г) |

СО

А’—ш + 1
ИО) 
2А! I 1

к°1 
2*4-1

НО)
ОШ (14)

Из (11), (12), (13) и (14) окончательно получим

I Ф (■?) — dm\ < И (0)
2п։-1 (15)

"РИ ('» - 1,
Пусть теперь ;0 = И" — произвольная точка окружности S, 

«/ — произвольное комплексное число, аги 8 — произвольная пара по­
ложительных чисел.

Так как для каждого т множество еП/п лежит на окружностях 
лш/ j я т/ Г՜z. = I ]__ L и ]___ L и пересекается со всеми радиу-
I 3 I 6

сами круга D, то существует номер лг0 такой, что при т>т(, мно­
жество еПт пересекается с радиусом 9 90 по крайней мере в одной
точке (которую мы обозначим я,„), находящейся от точки ;0 на Рас" 
стоянии меньшем, чем 8:

ат £еПт и) *т — Ц<* при т > mQ. (16)

н (0)Далее, из (15) следует, что при т > 2 + log2------

|Ф(дт) — «/т| . (17)

Наконец, из того, что каждая из подпоследовательностей {«/„„ 
«/„,+!, - - -} последовательности \с1,п} всюду плотна на плоскости 2, сле­
дует, что существует номер т, такой, что

1. т^> тах | т0, 2 1о£2 11 I ,
I е I

2.

Из этих условий и из (16) и (17) получим

1. |ф («ш) - </|<| Ф(я^) ֊ </т|+|«/т—

2.
Это и значит, что с1 принадлежит множеству предельных значений 
функции Ф (г) на радиусе гел» (0<Сг<С 1). т« е- (0о). Если же 
й = ос, то можно выбрать последовательность комплексных чисел {/*}, 
стремящуюся к ос, и так как, по доказанному выше, каждое из чисел 
tk принадлежит множеству Аф (60), то и «/= оо, будет принадлежать 
этому множеству.

Таким образом, теорема доказана.
Ереванский государственный

университет
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h. IF. 4?Ь2ЬЗи.Ъ
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