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В заметке строятся гомотопические группы конечного индекса 
для множеств, лежащих в действительном гильбертовом пространстве 
Н. Первоначальное их определение зависит от выбора некоторого ор- 
тонормнрованного базиса в Н\ в дальнейшем показывается независи
мость построенных групп от выбора базиса н их коммутативность. 
Основной результат заметки заключается в том. что гомотопическая
группа индекса к единичной сферы ձ' пространства Л/изомо на ста-
билизнровавшейся группе индекса к конечномерных сфер(т. е. груп
пе г.^в (5*) при больших л).

I. Построение гомотопических групп. Пхсть ех, е некото
рый пронормированный базис пространства //. Обозначим через //։
подпространство, натянутое на векторы е։. е3,- -„ ел, а через Н. его 
ортогональное дополнение. Далее, выберем в пространстве //։, натяну-

м на векторы е3,••• единичный (л-1)-мерный куб А*, а в про-
транстве /7,—некоторый выпуклый многогранник .4 (например, в 
мысле заметки (*)). имеющий //, своей несущей плоскостью. Тогда

в пространстве Н Нх + Н. определено топологическое (прямое)
произведение Р многогранников А’ и .И, являющееся многогранником 
дефекта 1 в Н. .Многогранник Р будем называть призмой (дефекта I) 
Л Н\ размерность п подпространства Нх будет в дальнейшем предпо
лагаться достаточно большой.

Предположим теперь, что фиксирован некоторый класс Ւ' ото-
раженнй гильбертова пространства Н в себе. (Ниже мы сформули- 
уем те требования, которым класс Г должен удовлетворять). Пусть 
с Н—некоторое множество и лг0£А' фиксированная его точка

тображение /: Р X назовем сфероидом индекса к множества А
точке л0 (к - О, 1. 2. - ), если выполнены следующие два условия:

| 1) отображение / переводит всю границу Р многогранника Р в
•очку лг0;
I 2) существует такое отображение что отображение / сов
падает с отображением /“*? (рассматриваемым на Р). где через / * 

пбозначено линейное отображение // — //, переводящее векторы 
<1 .■••е» в нуль, а вектор е, в вектор (<в1, 2,--).



Во .множестве Л (А', л'о) всех таких сфероидов мы следующим 
образом введем отношение эквивалентности: /—если существует 
такая гомотопия Л/: Р—>Л', / <1, что Ао = /, /\= £ и А/(✓¥, л0)
для всех / £ /. Множество получающихся классов эквивалентности мы 
обозначим через (А*, л0).

Как видно из этого определения, множество (Д', л'о) зависит 
пока от выбора базиса ег, е2,--- и призмы Р.

Пусть я, ? -л (X, л'о) и /, £—сфероиды, принадлежащие классам 
а и 3 соответственно.

Определим сфероид Л соотношением

/(О, 2л-л-л.
// (0, л-.„

£ (0, 2л2-1, л*3, • • •) при-

при О
СО

(координаты берутся относительно базиса /х, Л-). Отображение Л 
непрерывно.

Перво.՛ требование на класс Р заключается в том, чтобы ото
бражение // снова принадлежало множеству Рк (X, л:0), т. е. также 
было сфероидом. Оказывается, что класс 7 сфероида А не зависит от 
выбора представителей / и £, а полностью определяется классами я 
и 3: мы положим: 7 = а3-

Относительно введенной таким образом операции сложения мно
жество - (.V. лн) представляет собою группу, которую мы и назовем 
гомотопической группой индекса /? множества X с Н. Обычным об
разом доказывается, что эта группа всегда коммутативна. (При этом 
новых требований на класс Г накладывать не приходится).

II. Инвариантность гомотопических групп. Следующее утвер
ждение представляет собой второе требование, накладываемое на 
класс Р\ • » .■ ■ !՛

Пусть Р и Р'— два многогранника (дефекта 1) в Л/. Тогда су
ществует отображение Л, голоморфно отображающее многогран- • •
ник Р и Р՛ и переводящее границу Р на границу Р՛. Любые два ото
бражения указанного вида гомотопны между собой (в классе Р) на Р.

Третье требование заключается в том, чтобы композиции / ՛՝ оР 
и Р о! принадлежали классу Л, где I՜' построено в ортонормиро
ванием базисе /։, /2, • • • (как указано выше), а линейное отображение 
7* определяется в некотором другом ортонормированием базисе я г

вг-• • формулой
(£/) = е/+Л, I— 1, 2, - • •

При выполнении этих требований удается доказать, что опреде
ленные выше гомотопические группы ~к(Х,х0) не зависят от выбора 
призмы Р и базиса /1։ /,,■•• I

Указанным выше требованиям удовлетворяют разные классы 
отображений Р и, прежде всего, класс всех непрерывных отображе-



ний. Однако этот класс оказывается неинтересным, поскольку, на
пример, все гомотопические группы единичной сферы 5 пространства 
Н оказываются равными нулю. Иными словами, класс всех непрерыв
ных отображенй оказывается слишком широким для построения со
держательной бесконечномерной гомотопической теории. Напротив, 
значительное сужение класса отображений А позволяет установить 
некоторые содержательные результаты, к изложению которых мы и 
переходим.

III. Гомотопические группы сфер. Наконец, мы предположим до
полнительно, что класс А позволяет построить понятие степени отраже
ния (2։Э), а также обладает тем свойством, что существует отображение 
ср£ А, отображающее шар А1 дефекта 1 на единичную сферу пространства 
Ну причем вся граница А։ переходит в одну точку х0 £ 5. а внутрен
ность шара А։ гомеоморфно отображается на 5 \ х0. Всем этим тре
бованиям удовлетворяет, например, класс отображений, локально 
имеющих вид >֊/֊|֊А, где / — тождественный оператор, /. — положи
тельное число (зависящее от точки х£Н), а А — почти конечномер
ный оператор. Некоторые другие классы отображений определены 
С. С. Рыжковым (4).

При указанных требованиях, наложенных на класс А. справед
лива следующая

Теорема. Пусть 5 — единичная сфера дефекта I в Н (т. е. 
единичная сфера в плоскости дефекта I /). Тогда группа -к (5, х0) 
изоморфна стабилизировавшейся группе индекса 1 конечно
мерных сфер, т. е. группе ■кп^к + 1-\ (5л) при больших п.

В частности, если 5 —единичная сфера пространства Н, то груп
па -к (5, х0) изоморфна стабилизировавшейся группе -п+и (5л).

Автор выражает глубокую благодарность В. Г. Болтянскому, 
под руководством которого выполнена эта работа.
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