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МАТЕМАТИКА

И. С. Иохвидов

Вещественные последовательности класса Р1

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 2/Х1 1965)
1. Последовательность комплексных чисел (Ср)о (с с0) назы­

вается последовательностью класса Р. (целое х >0), если для всех 
достаточно больших п (п^> Л/’) теплицева форма

_ ■ ср-ч
Ր- Ч 0

- г

Կ> Կ (c_z, Ср, р 0, I, 2,. • •)

имеет в своем каноническом представлении точно х положительных 
квадратов. При х 0 получаем хорошо изученный в классической тео­
рии тригонометрической проблемы моментов класс Рп непозитивных 
последовательностей. Класс Р՝ впервые был введен и рассмотрен 
М. Г. Крейном, а класс Р<(х>1) — М. Г. Крейном и автором (см. гл. V 
их совместной монографии (։); там же ֊ подробные библиографиче­
ские указания).

В § 24 работы (։) отдельно исследовались вещественные 
последовательности {ср}« класса Р։, для которых там были указаны 
следующие (исключающие друг друга) интегральные представления:

<՝•

(1) Ср = а с1з рг — ( соэ(/) (р-- 0, 1, 2, • • •), 
и 
••

(И) Ср - Р — | со5р/£/з,(Г) (р =0, 1, 2,-• •),
О

(III) с, Գ+lV’- I--------(Р 0,1,2,---),
J sin- — 
ю 2

где а «^0, ;>0, р>0, и оя (+0) а(0) >0, а МО, МО, МО - 
неубывающие функции (0 է ■ -), причем

(0) М 0), г (О
J . է(Г sin- —

(I)
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Представление (I) называется гиперболическим, (II) — эллипти­
ческим, а (\\\) — параболическим. Каждое из них (при фиксирован­
ной нормировке спектральных функций аг (/), э,(/) н 5„ (/)) опреде- 
лястся единственным образом своими „моментами*  {£/4*

Однако, как уже указывалось в эти представления не охва­
тывают всею класса 1\. Например, последовательность ср ( —1)р 
(Р 0, 1, 2,--՛), как легко видеть, принадлежит классу Р, и в то же 
время не допускает ни одного из представлений (I) - (ill). Объясняет­
ся этот факт тем, что наряду с каждой последовательностью {ср}<> из 
класса Р\ (и вообще из класса Р։) этому классу принадлежит и по­
следовательность |( 1)рср)о. В самом деле, переход от первой из 
них ко второй равносилен тому, что в каждой теплицевой форме 

л—1
V Cp-glp'tj произведено диагональное преобразование переменных 

А <7=°
V (~1)р*р(Р 0. !,••՛, п 1), не изменяющее ни ранга, ни сигна­
туры этой формы.

Таким образом, каждой из последовательностей вида (I) —
(111) отвечает последовательность |( — 1)^ cz,|<7 £ Р,. Представления 
(la) —(Ша), отличающиеся от (1) (111) (соответственно) только мно­
жителем ( —1)р, назовем альтернирующими, сохранив и для них наи­
менования гиперболического (1а), эллиптического (Па) и параболи­
ческого (111а). Представления же (I)—(III) назовем неалыпернирую- 
щими. Важным является то обстоятельство, что представлениями 
ll)_(j|j) и (|а) — (Ша) теперь уже исчерпываются все вещественные 
последовательности класса Р։ ((-), теорема 5.11).

2. В работе ()  были указаны критерии того, когда последова*
дельность (СрЬГ класса Р։ допускает гиперболическое, эллиптическое 
или параболическое представления. Эти критерии в (’-) уточнены с 
учетом возможности также альтернирующих представлений (1а) —(Ша). 
С такой возможностью связана и вновь возникшая задача о различе­
нии (по алгебраическим свойствам и асимптотике) вещественных по­
следовательностей класса Р\. допускающих неальтернирхющи< и аль 
терннрующие представления. Этот вопрос в (-) частично затра։ икает­
ся лишь в теореме 5.13, из которой следует, что эллиптическое и 
параболическое представления последовательности ср^<
дут неальтернирующими ((II) и (Ш)) или альтернирующими ((Па) 
и (Ша)) в зависимости от того, будут ли неотрицательными при 
всех п = 1, 2, • • • формы

соответственно.
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В дополнение к этому критерию полезно еще заметить, что в 
случае параболических представлений (III) или (Ша) постоянная ц 
вычисляется по формулам

р lim (ср /р2) или р lim [(— I )р ср/р-1 
р —* р ■*  л։

соответственно (см. (։), стр. 475).
3. Приведем теперь некоторые другие критерии, позволяющие 

различать случаи существования неальтернирующих или альтерни­
рующих представлений.՝

Теорема 1. Пусть (ср|о £Р։. Если L = lim (| ср |//г) = ос, т. е.
Р -♦ ОС

(см. (-)) последовательность |ср|о имеет гиперболическое представ­
ление (I) или (1а), то постоянная ; вычисляется по формуле 
(см. О):

; = Нт (1п \ср\1р)>0 (|ср|>0 при р > Д’,).
V -*

При этом представление последовательности |ср|о будет неаль­
тернирующим (1) или альтернирующим (1а) в зависимости от то­
го, существует или не существует предел Пт (е~р'Ср) соответ- 

Р —► V
ственно. В первом случае постоянная а из представления (1) вычис­
ляется по формуле

а = 2 Пт (е-^с^фО,
!> ֊*  ”

а во втором (в представлении (1а)).-
а

Теорема 2. Неограниченная последовательность класса 
при достаточно больших р либо сохраняет знак, либо являет­

ся знакочередующей. 8 первом случае ее представление является 
неальтернирующим ((I) или (111)), а во втором альтернирующим 
((1а) или (111а)). *

Доказательства теорем 1 и 2 получаются прямым рассмот­
рением формул (I). (Ill) и (la), (Ша) с применением леммы 5.3 из (’).

I еорема 3. Для того чтобы ограниченная вещественная по­
следовательность JCpi/, класса Рх допускала неальтернирующее 
эллиптическое представление (II), необходимо, чтобы Ср^-с,, (р 
֊ 0, 1, 2,--Д, а при с0 > О достаточно, чтобы q > с0.

Достаточно также inpu любом сД, чтобы хоть для одного 
k(k 0, 1, 2, - ): с2*+1>֊с0.

Замена н не 1. Условие 0 не является необходимым для 
существования неальтернирующего представления (II). Это видно 
хотя бы из примера

Из этого факта, межту прочим, вытекает полная обоснованность формулы (26.6) в работе (’).
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Cf Н-2 «к рт. (p 0, 1, 2,..•):֊!, 3,֊! .3.-... (2
Однако требование c„ >0 существенно для достаточности vc 

ловия с,> с„. В самом деле, рассмотрим, например, последователь
ность

кр)о“:—1,-1, 3,-1,-1,-1, 3,-1—1,—1,-3,.... (3>
Здесь с1 с(1 «О). Применяя критерий из п. 2, уже при л 3 убеж 
даемся, что форма

О

о
р-</

п, <;= U

оказывается индефинитной, т. е. последовательность (3) не допускает
представления (II). В действительности для нее имеет место 
нирующее представление вида (Па):

р 1- 2cosp--j (р 0, 1,2,--.).
Хг /

Заметим также, что в данном случае выполняется и

альтер­

(4)

условие
ср>с0 (р 0, 1, 2, - • •),

которое, таким образом, оказывается только необходимым (см. тео­
рему 3), но не достаточным для существования представления 
(Па).

С другой стороны, отбросив в формуле (4) множитель ( —1)г. 
получаем последовательность с неальтсрнирующим эллиптическим 
представлением:

ср = 1—2 cos р (р 0, 1, 2,- • •):—!, 1, 3, 1,- 1,1, 3, 1,-1, 1, 3, • • •,

для которой при любом к =0, 1,2,••• имеем С2*+1=1  — со- Следо­
вательно, достаточное условие, указанное в последней части тео­
ремы 3, не является необходимым.

4. Полученная с помощью представлений (1)—(III) и (1а)—(1Иа) 
классификация вещественных последовательностей £Р\ на .эл­
липтические1', „параболические- и „гиперболические  может быть 
распространена и на комплексные последовательности С/>|о Р\, а

*

именно: все ограниченные последовательности из Р։ назовем эллип­
тическими; при /.еНш (|Ср |//г) <С эс назовем неограниченную по-

Р -Г V
следовательность {£>}о (£Р։) параболической, а при /. ос гипер­
болической. То, что этим исчерпаны все возможные случаи, ле։ ко 
проверить с помощью формул (20.14), (20.15) и леммы 5.3 из ( ).

Приведенная классификация представляет интерес в связи с про­
блемой продолжения конечных последовательностей Ср)о класса 
Р\;п, т. е. таких, для которых форма

л— 1 _ _ _ ।
V (С-Р ср.р 0, !,•••, П-1) (о)

р. q О
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имеет точно один положительный квадрат, до бесконечных по- 
с ледовател ьностей {Ср}<? £ Р,.

Для вещественных последовательностей уже в (։) (ср. (-) были 
обнаружены случаи, когда, несмотря на существование у последова­
тельности 1 е Р1,-л бесконечного множества различных веще­
ственных продолжений {£>}о класса Р,*.  некоторые типы продолже­
нии (например, гиперболический или эллиптический и параболичес­
кий) оказывались „запрещенными".

* Это имеет место тогда и только тогда, когда форма (5) невырождена ((*), (’)).** Они существуют в силу теоремы 5.10 из (։).
Ի. Ս. Ի11ԽՎԻԴՈՎ

P,֊4։u“h իրւսկաճ հւս9որգա1(ահւււ_թյււււհներ

Для комплексных продолжений вещественных и комплекс­
ных последовательностей класса Р\:п эта проблема еще мало изучена. 
То, что положение здесь, вообще говоря, иное, чем в случаях, упо­
мянутых выше, показывает, например, установленная для случая п 2

Теорема 4. Если теплицева эрмитова форма
1 _

V С„_, +2йе (С, =„-,)+
Р- я 0 

невырождена и имеет один положительный квадрат, то последо­
вательность (Ср),1, допускает бесконечные продолжения 
всех трех типов. Более того, даже среди тех только продолже- 

п—1 _
ний, для которых ранг всех форм V (п 2, 3, -• •) ос-

рч=*>
таете я равным двум**,  имеется бесконечное множество как эл­
липтических, так и гиперболических продолжений, и два различ­
ных параболических продолжения.

Затронутая в настоящем пункте проблематика (и, в частности, 
теорема 4) имеет интересный теоретико-операторный аспект, на чем 
мы остановимся в другом месте.Одесский инженерно-строительный институт

Ներկա աշի,ա,ոանրո> մ ղիտարկ^ում են Բ}-ղասի հ ս,հոր ղ w կա ն ո. թ յ ո ւնն ե ր

այսինքն այնպիսի հահորղականոլթ յուննե ր, որոնց 
Ո-1
2 CP~0 ;Р՝Ч Zp~CP' (P = O’ 

-if. —

P <?=*=!

էրւ/իտյս/ն ձևերը

1 t Ո --- 1 Ո 1 . 2...)
րավականին մեծ Ո֊երի գևպրոլմ ունեն ճիշտ մեկ գրական րաոակուսի» Գասի իրական 
^ահորրյականոլթ յունների համար կ. 2—3 տրված են չհերթագայող (НвЭЛ ЬТврНИруЮЩвб) f(I)—(111); և հերթաղայող (альтернирующее) ((le)—(111Ա)) ինաեղրալ ներկայացումների 
ղոյոլթյան թեորեմներ (критерий) (1-3),



Վերջին 4-րղ կետում ցրվում է վերջավոր {Ср»* ՜1 (իրական կամ կոմպքերո) հա- 
կրթականությունների տարրեր տիպերի կոմպքեքս շարունակման ք„ն թ ի րն ե րր Г Ո 9 

թեպրի համար ապացուցվում է հետեյալ թեորեմ 4. {Ср}{ հահորթականո. թյոլնր, որին

Համապատասխանում է չվերածվող Со | = |2 փ էթր (էյ =,) (անորոշ) ձեր թոլԱ Լ տա,իս

թոյությո՚ն ունեցող րո)որ տիպերի անվերք շարունակողներ {Դ1օ“
Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱ1|ԱՆՈ1-ք*-ՅՈ 1'Ն

1 И. С. Иохлидол, М. Г. Крейн, Труды Моск, матем. общ., 8 (1959). 413 - 496.
• И՛ С. Г/охвидов, М. Г. Крейн, Труды Моск, матем. общ.. 13 (1966).


