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(Представлено академиком АП Армянской ССР С. II. Мергеляном 20 X 1965)

1. В релятивистской квантовой теории стационарная система Ди
рака имеет вид (*)

(IV - V 4֊ тс2) Хг — 1с ( -I\\ - = О
\cL\- ду/ 4 дх

(IV' — V -4- тс2) Х„ — 1с (— -Н՜ —) А’34֊ 1с —4 =0, 
\дл ду / дх

/и” 17 • / д . д \ . дХ ։( П — I — тс-) Х3 — 1С (------- 1 — ) А.,— 1С —1 =0,
\ дх ду / дх

( Г - Г - тс-) X - 1с (— +<• —) Л'.+ 1с—֊ =0.
\дх ду/ дг

1
где I' V (л՜, у, г) — потенциальная функция, с — скорость света, 
11” энергия, а т— масса частицы. Если Х3 (х, у, х) = А', (х, у, г)—О, 

а функции I7 (л, у, г), Х.> (л, у, г) и Х3 (л, у, г) не зависят от х и г, 
то система (1) примет вид

{IV- У(у) +тс2} А'о + сА'.; 0, ՝
{ ֊ V (У) ֊ тс2\ Х3 - сХ'2 =0. I (2)

Пусть единицы измерения выбраны так, что скорость света с 1. Если 
положим П” Х3 (у) — у, (л-), АЛ, (у) ~у. (л), V (у) 4֊ т ~~р (х) и 
Г (у) — т — г (л), то систему (2) можно переписать в виде

^У- 1/1 >
֊ +/^ (л-) Уд =/.у1։ 
ах 

ду} . . .
— -т1 4՜ г (х) У-.՛ = ЛУ2- 

ах
Нрисоединим к системе (3) граничное условие 

У2 (0) ~ ЛУ1 (0) =0, 
где // произвольное вещественное число. 
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В работе ( ) мы изучали вопросы разложения по собственным 
функциям задачи (3)-(4) вектор-функций с интегрируемым квадратом 
иа полупрямой (0, оо) и пришли к окончательным результатам, а 
именно, было доказано, что равномерно в каждом конечном интер
вале полупрямой (0, ՛ ) разность между разложением произвольной 
вектор-функции / (х) (х), /2 (х)} с интегрируемым квадратом
на (0, оо), т. е. 

№ / •
I {/1 («*) +/г (X)} </х = о, 

о
В обобщенный интеграл Фурье по собственным функциям задачи (3) 
(4) и разложением в обычный интеграл Фурье стремится к нулю. 
Эта теорема лает окончательное решение вопроса о сходимости раз
ложения по собственным функциям одномерного оператора Дирака 
для двухкомпонентных вектор-функций класса Л2 (0, ос).

В настоящей работе, используя методы, аналогичные методам, 
разработанным Б. М. Левитаном (3) и В. А. Марченко (*) для урав
нения Шредингера, мы изучаем вопросы сходимости почленно диф
ференцированных разложений по собственным функциям одномерно
го оператора Дирака, т. е. задачи (3)—(4).

2. Обозначим через ? (х, л) (х, /.), (х, / )} решение систе
мы (3), удовлетворяющее начальным условиям

(О, >•)=!, (0, X) = А. (4)

Очевидно, что вектор-функция ? (х, /.) удовлетворяет условию (4).
В работе (5) Е. Ч. Титчмарш доказал, что при данном Л каждой 

граничной задаче (3) (4) соответствует единственная (единственность 
доказана Б. М. Левитаном) неубывающая, ограниченная в каждом 
конечном интервале, непрерывная слева функция М'), ( » </<«),
порождающая взаимно обратные изометрические отображения про
странства £2 (0, ос) на (~ °°‘ и ’ гс) на 1

соответственно, по формулам

(5)

О

п

— ж (6)

где интегралы (5) и (6) сходятся в метриках пространств
и /? (О, оо), соответственно, и справедливо равенство Парсеваля
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Положи м

Н(? (X, $;Х) =

к

ф/ (-V, к) ($,X) d[> (X),
t /о о

?/ (-<, X) ?/(«. X) dh (X)

>>0,

)<О, (Л У — 1,2)

О, Х=О.

Матрица А (х, $; X) ||Н/7 (х, s; X) || называется спектральной матрн- 
цей граничной задачи (3) —(4).

11усть / (х) = {Д (х), /, (х)} с £2 (0, ос).
Введем обозначения

(-*. ' ) ( (Л (s) Н։1 (х, s; Х)-|֊/2 (s)H12 (х, s; У )} ds, (7)

о
с-
/Э

S., (х, /)■ J {/, (s) H21 (х, s; X) -J- f.2 (s) H22 (X, s; X)) ds. (8) 

о

В силу определения функций Н,7(х, s; X), i, j — 1, 2 и равенства 
(5) для функций 5։ (х, X) и S2 (х, X) получим выражения

Л

S1 (Л*, X) 1 F (/.) Ф։ (х, X) Jp (X),

— X

>.
S2 (х, X) = I F (X) Ф2 (х, X) б/р (X).

Функции Sj (х, X) и S2 (х, X) являются отрезками разложения 
соответственно функций j\ (х) и f., (х) (см. формулы (6)) в интеграле 
Фурье по собственным функциям задачи (3) —(4).

Рассмотрим задачу (3) —(4) при р (х) г(х)=0 и h =0. Тогда
Ф։ (х, X) ֊ cos Хх, 72 (х, X) sin Хх. Поэтому в этом случае спектраль
ная матрица, которую мы обозначим через Н* (х, s; К) ЦНХ (х, s;')j|, 
определяется по формулам 

х
Нц (х, S;X) ---  I cos ‘IX'COS JiSdlS

iZ 

и

X
• IC(x, s;X)= — I cos ji x»sin|iS£f|i, 

в 
и

X < *■<
• 1 ГH2i (*, S; / ) = — I sin

о
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* 1 Г*^22(х, $;/.) — I 51П
К

Л
Следовательно функции, аналогично формулам (7) и (8) 

ЯО
5։' (х,X) = ) !Л(«) «п (*,։; X) /։ (։) Н.Иа։; X)} </։, 

О

52(х, '/.) = |/։ (5) Н։*։ (х, /2(5)й;2 (х, 5; ).)) </$,
</ о

являются отрезками разложения функций /, (х) и /» (х) в обычный 
интеграл Фурье по косинусам и синусам.

Используя асимптотические оценки для производных спектраль
ной матрицы н (х, «;/.) при |>.| —♦ оо, полученные нами в работе (в), 
на основании определения функций £։ (х,/.) н 52 (х,/.), т.е. равенств 
(7) и (8), доказывается следующая

Лемма 1. Если, коэффициенты р (х) и г (х) системы (3) име
ют суммируемые в каждом конечном интервале первые производ
ные, то при каждом фиксированном х и при |л|—»ос справедливы 
асимптотические оценки

«+1 ® ’■*։
V рл- --л) I 1՛ |Г(Х)|.|?; (х,Х)|</;, (X) о (а). > 1.2. (9)
„ I лг I ,)

а

Асимптотические оценки (9) имеют место равномерно в каждом 
конечном интервале изменения х.

Из определения спектральной матрицы Н (х, $;/.) ։ н1/ (х, $;/).
и функций 5* (х,X) и 5' (х, а) непосредственно следует

Л е м м а 2. При | л оо равномерно на полупрямой (О, ос) спра
ведливы асимптотические оценки

V' )^хЛ>| = о (в) .=12 (10)
а । дХ I

Оценки, аналогичные оценкам (9) и (10), имеют место и для 
старших производных, а именно, справедлива

Л е м м а 3. Если функции р (х) и г (х) имеют суммируемые в 
каждом конечном интервале производные до п-го порядка вклю
чительно, то при каждом фиксированном х и при ՝! х՝ < 
ведливы асимптотические оценки

Оценки (И) имеют место равномерно в каждом конечном ин

тервале. 265.



Оценки (9) и (10) позволяют применить тауберову теорему ДЛя 
интегралов Фурье В. А. Марченко (7). В результате можно доказать 
следующую теорему о равносуммируемости дифференцированных раз
ложений по собственным функциям одномерного оператора Дирака и 
разложений в обычный интеграл Фурье.

Теорема 1.. Пусть ф (х) = {/ (х), /2 (х)| с /?’ (0, <х>}.Если функ

ции р (х) и г (х) имеют суммируемые в каждом конечном интер
вале первые производные, то равномерно в каждом конечном ин
тервале имеют место равенства

д8х (х, •>) 
дх

д$2(х, у)| 
дх [

нт 1(1 _ 21V { у) I
х -֊ - 3 \ л2 / I дх дх |— Л

т. е. разность между средними по Риссу первого порядка произ
водных первого порядка разложения функций (х) и (х) по 
собственным функциям одномерного оператора Дирака и разло
жения в обычный интеграл Фурье стремится к нулю равномерно 
в каждом конечном интервале.

Исходя из асимптотических оценок (И) можно доказать анало
гичную теорему и длч старших производных, а именно, справедлива

Тео р е м а 2. Пусть / (х) [Д (х), (х)) с £а (0, оо). Если
функции р(х) и г (х) имеют суммируемые в каждом конечном ин
тервале производные до порядка п включительно, то равномерно 
в каждом конечном интервале справедливы равенства

К

к

—К

т. е. разность между средними по Риссу порядка и производных 
п-го порядка разложения функций /, (х) и (х) по собственным 
функциям одномерного оператора Дирака и разложения в обыч
ный интеграл Фурье стремится к нулю равномерно в каждом ко
нечном интервале.

Из теоремы 1 легко получить теорему суммирования дифферен
цированных разложений по собственным функциям одномерного опе
ратора Дирака к значению соответствующих производных разлагаемой 
функции. Справедлива

Теорема 3. Пусть функции р (х) и г (х) имеют суммируе
мые в каждом конечном интервале первые производные и выполне՜ 
ны следующие условия:

1. /(*)= (Л (х),/2 (*)}<= £2 (0, оо);
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2. И некоторой окрестности тонки х, функция /' /») >/֊ (г> 
г)} существует и суммируема.
3. В топке л-„ функция /' (х) (х). /• (.г), непрерывна. Тогда

т. е. первая производная разложения функции/(х) ,/ (-<},/ (л՜)՛
по собственным функциям одномерного оператора Дирака в точке 
суммируема по методу Рисса первого порядка к значению /' (лм)

Справедлива аналогичная теорема и для старших производных.
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(ՓԼււրԼԱ’ рнн 'Խխրւսկխ if էււստա t|i սիս*Լւ1’ի սեփսւկահ ֆու GI|<j|nuGL ր ի 

q իֆԼրե նցւքսւծ վերյուծnt piut.GGLր|ւ hcui|iuiiiuriuhiuGruiqiii tTiurL-
||incpiiuG ւքւսսին

//. Աք ա րյ ու ցվ ա ծ է Հ ետևյալ թեորեմր.

Ա,9 կիստա սանցրի 1!ւ,ւս քառակուսով »անրագա մարեյի վեկտոր - ֆոէնկցիայի րստ ԴՒւ՛ ակի 
միաչափ սիստեմի սեփական ֆունկցիաների վե րյու ծ ութ յան աոաջին կարգի ածանցյալների և րստ 
Ֆուրյեի սովորական ինտեգրայների վերլուծության աոաջին կարգի ածանցյալների տարբերության 
էՒիսսի աոաջին կարգի միջիններր հավաստրա չափ ձգտում են գերոյի ամեն մի վերջավոր Հատ^ 
էյ ած ում ։
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