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I

|) распределении спектра полиномиального операторного 
пучка

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 20/1Х 1965)
Мы намечаем здесь доказательство теоремы о распределении 

спектра полиномиальных пучков операторов в гильбертовом прост
ранстве

I (>.) = /֊ То-лТ.Н----------Тп_\ Н"-'Н”, (1)

().) = / - Т„- 1НТ,--------- к"՜' И"՜' Т^-к Н". (2)

которая близка к известной теореме М. В. Келдыша, опубликован
ной в (’) без доказательства.

1. Всюду в дальнейшем мы будем писать Ф (и) X д (и), если су
ществуют такие положительные и0, т, Л1. что т <Ф (н)/ф (м) < .И 
при всех и^>и0; Ф (я)'"'Ф (я), если Пт ф (я)/? (я) =1. Через с будем 

и -* 4- «о 
обозначать положительные постоянные (возможно, различные).

Будем говорить, что неубывающая неотрицательная функция 
?(«) (0<//< 4֊ оо) удовлетворяет условию (X), если существует 
число а такое, что <р (а/т) > 2? (я), и условию (Т), если для каждого 
4>0 существует такое о^>(), что для всех достаточно больших и 
?|(1֊Н) я] < (14֊0 ? (я)- Отметим, что вместе с функцией г (и) ус
ловиям (Д) или (7') удовлетворяет любая функция Ф (и) такая, что 
Ня)~<р(м).

Теорема 1. Если <р (и) и ’^(и) (0<я<4"°°) неубываю ./<•<<. 
функции, ср (и) удовлетворяет условию (7), Пт?(«) ֊■ 4՜ я при

Н -* -Г « 
некотором т >>0.

Г ^Ф (и) _ Г (и)
] (7 +и)т ~ ] (*+ «)'" ’

11 0
ф (п) (//).

Это предложение, обобщающее тауберову теоремх М. В Кел..к 
։), доказывается аналогично теореме Б. II. Корен люма (

Условие (Д) эквивалентно следующему: для каж- 
что для всех в ^>0

Лемма I.
7^>0 существует с>0 такое,
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IIя д? (и) с? (х) х?.
(I

Л е м м а 2. Если ср (//) и ф (и) — неубывающие функции, ? 
удовлетворяет условиям (Д) и (Т) и для некоторых у >0 и щ'у)

•V е ас
1' и^д՝Ь (и) Г и* (и)
] (, + и)՞' " .( (С + и)"'
о о

то ф (и) — <р (и).
Л ем м а 3. Если © (и) удовлетворяет условию (7), то при не֊ 

которых Й>0, с >0 и и>1 ср (м)/ср (0 с (м/0<
2. Следуя статье (4), обозначим через (/>>0) класс вполне 

непрерывных операторов А в гильбертовом пространстве, для кото
рых ] Д \рр — $р (А*Ау,2<^ оо, через 5« класс всех вполне непрерыв
ных операторов, через R — класс ограниченных операторов. Функцией 
распределения п (и) множества комплексных чисел будем называть 
количество элементов этого множества, лежащих в круге | г | < и.

Теорема 2. Пусть А = Н (/ +5), где 5^5., (/ Д- 5)՜’ £ R, 
Н^Зр — нормальный оператор, аннулирующийся только в нуле, со 
спектром на системе лучей I, (/-0, !,-••, л—1), исходящих ил 
точки 0. Обозначим через п,(и, Н) функцию распределения харак
теристических чисел оператора Н, лежащих на луче Ц. Пусть 
Г, — контур, состоящий из двух лучей, исходящих из точки 0 и не 
пересекающих спектра оператора А, и содержащий внутри себя 
точно один луч Л; п,(и.А) функция распределения характерис
тических чисел оператора Д, попавших внутрь контура Г,.

Если при всех I 0,1 ,•••,/? — 1 и некотором у п1 (и, Н) X п, (и, Н) 
и П/(и,Н} удовлетворяет условиям (А) и (Т), то П/(и,А)—П)(и,Н}.

Наметим основные этапы доказательства.
Не ограничивая общности, можно считать, что /=0 и луч /а 

совпадает с положительной полуосью. Чтобы не затруднять изложе
ния. ограничимся случаем простого спектра оператора Н.

Рассмотрим оператор-функцию

ЛГ(р. Д)----- 1- Г >
2тЛ А — |1 

г.
где А, А (I — /Д)-’ и ■; — число, удовлетворяющее условию 0<Д<О- 
которое будет выбрано позже; р лежит вне угла Го. Можно показать, 
что при т > р

зрК"> (|֊,Л) = У - ■ - ,

где /*— характеристические числа оператора Д, лежащие внутри 
контура Го. Далее, А, = Н, (/ д- С>), где

С (/- ТП, )֊•-/, Т (/Д-.$)֊>-/, R, (/-М/)֊\ М=//Ях. 
По лемме М. В. Келдыша (г), \С,. 1 — 0 при / ֊> оо (Х^Г0). Введем обо
значение 
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(3>

Пусть р = — 5 ($ >0), 
одной из сторон угла Го

Тогда для нормы в 8„, интеграла гю

Г71
(4)

Пользуясь леммой 3, получаем

Г (1п0 (и, Н)
1 —----------- ---  ст(и — /\т

п0 (и, Н) с!и

стпй (1и
.] (« + 1 и

и'с!и
Г(и + П

>— Р
О

2г/ ,՝~ и

т 
т

О

О
т ¥ 1 №

(5)
Пусть задано е^>0. Выбрав \ таким, чтобы |С;|<^г при любом/, ле
жащем на контуре Го и удовлетворяющем условию |>|>Л’. разобьем 

9 9

контур на две части Го и Го, на одной из которых \/ | /V, а на
другой Тогда

^С.^.$|1 |/Г1

1/7/

и

Первое слагаемое есть 0 615), а второе, согласно (5), допускает
оценку

к'Н.СЛ/.X—и Г п^тЦ,Н)сН 
] Н-Ч/+5)

1 г /^(Л Н)сн ггАт(г,н)сН
5 ] Г1՜’ ] Г՜1

о о
сг Пи т (5, Н) $• 1 ;

из оценок (5—7) следует
о (и՝," (ь, Н) ').

(7)

(8)т

Теперь выберем •; таким, чтобы 0<^7<1—Гогда это выражение 
стремится к нулю при 5— сю.

Пользуясь леммой 1, получаем

। 1/1"' /?0 (//. //_) _< । изтапй (и. Н) ^сп0 («, Л) <• ”,
3 (// 4֊ 5)"' 5м 3
(I О

откуда
/л’(5, Н) $т-‘ = О\^рКт (։ч "*]. (<’)

Заметим, что из (3) следует 
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X” (и, Л)-Х”(|4 //) = Е X՞1 (н, #)$?•• •Л"'"1 (!֊,//)$£" ,

где суммирование распространяется на все комбинации чисел 3 ..
Зт, принимающих значения 0 или 1, причем а14-р1 = -.. а > 

Д 3„( = 1 и комбинация, в которой а2 ••• ««=1, исключается 
Отсюда, пользуясь (8), (’) и неравенством Гёльдера, получаем, что при 
и —♦ — сх?

1V К"‘ <:՛, А) — зр К"' (|‘, Н) I < | К'" (;>, А) — К՞1 (|‘. Н) |, < 

< 11 К (|>. Н) V; |$„ й- ■ •/<(!>, Н) С |>=

о (зрКт (•>, Н)).
Следовательно, при ц — — ос

$р Кт (|Ч Л) ~8рК,ц (|1, Н), 
т. е. при 5 -* ֊4֊ эо

Г и1"' (1п0(и, Д) ~ Г игп (1п0(и, Н) 
] (и + 8)т ,1 (и + в)"1
о и .

откуда, согласно лемме 2, п0 (и, Д) ~ п0 (и. Н).
3. Для полиномиального пучка операторов (։), сводя его к ли

нейному (5") и пользуясь теоремой 2, мы получили следующее пред
ложение, которое распространяется и на пучки вида (2).

Теорема 3. Пусть Н положительный оператор, принадле
жащий при некотором р^>0 классу 8Р; (7—0, 1, •••,/? 1).
Обозначим через п (и, Н) функцию распределения характеристи
ческих чисел оператора Н и через П}(и, Ь), п, (и, Л1) функции 
распределения характеристических чисел пучков (1) и (2) внутри 
угла, окружающего луч аг£Л=2-//я.

Если п (и, И) удовлетворяет условиям (А) и (Т), то

п, (и. 1А~п {и. Н); М)~(п, Н).
Замечания. 1) Условие А/^>0 можно заменить более слабым: 

Н - Н\ п- (и. И) -о (п (//, //)), где п (и, И) и л_ (и, Н) — функции 
распределения, соответственно, положительных и отрицательных ха
рактеристических чисел оператора Н.

2) В теореме 3 ограничения на Т, (у^>0) слабее, чем в теореме 
М. В. Келдыша (’). в которой (при наших обозначениях) предпола
гается, что Н>-п Т} R. Далее, от оператора Н в (’) требуется, что
бы существовала такая гладкая неубывающая функция ? (//) (0 и <С 

Т °°). что ?р (и) ~ п (и, Н) и при достаточно больших и

а? («) « <р'(«) <(«) (0<?<а+1).
Из левого неравенства, при дополнительном ограничении а^>0, сле
дует, что ® (//), а с нею и п (и. И) удовлетворяет условию (Д); ус
ловие (Г) слабее правого неравенства.

4. Рассуждения, подобные примененным в доказательстве теоре
мы 2, позволили получить следующий результат о распределении 
<пектра пучков, содержащих параметр рациональным образом 
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N(Z) = ձ (л) + G(X), P(X) = Af (k) + G(/.),
где И 0) — у 1

/*

(10)(H)
Теорема 4. Пусть положительный оператор Н и операто

ры (ij (j 1, 2, • • •, г) принадлежат при некотором р^>0 классу S,.; 
операторы 7} £Sk (j ֊ 0, !,• • •, п — 1). Обозначим через П) (и, Л) и 
iij (а, Р) функции распределения характеристических чисел пучков 
(10) и (И), лежащих внутри угла, окружающего луч arg / 2r jп 
« вне круга |к| 1. Если п (и, И) удовлетворяет условиям (4) и
(7), то

п,(и,П)~п (и,Н), п, (и, Р)-֊п(и,Н}.
Возможно, что условие (4) в теоремах 2-4 является лишним.Фншко-техннческий институт низких температурАкадемии наук Украинской ССР
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ftuiqiftuGqiuiTiu^G oiqbruiHiir փնջի սպեկտրի ршс իյմ՜ւսն ւքասին

Հ/t [fj Լ ր տ յան սւ յան մ հ9 ղի է* ա ր կ ո լ 4 ԼՆ հհտ/ւյաք փնջերըММ = £(Л) + G(A), P(>.) ֊-= Af(X) 4- G(Z).
•րտ ե ղ

!ՀՕ 7\ — М\Н— . . . -Xя՜1 fn-\ И"՜' —

M().)= ք- Ть->.Н1\- . •. *>—ւ /7 я—։ т է Л // / Ո—\G(X) = Y
Նշանակենք Ոյ (է1, հ’)-"վ ^(^֊) </’Նք/> “Օն խարակտերիատիկ թվերի քանակը, որոնք րնկած 
են ֊՜յ ձաոաղայթի շրջակայքում և I < |ձ| < II օղակում» Գիցուք ո(ս. Ւէ)-ը //

Ո
"պերաաորի խարակտերիցս, իկ թվերի քանակն է |/ | < II շրջանում։ Կասենք , որ =(ս ) (0 Ա < -1- 00 ) ոչ քաշյասական չնվաղող ֆռնկցիան րավարարում է (.1) պայմանին, եթե 
գոյություն ունի այնպիսի Ա թիվ, "ք ?(««) 2=('Օ և Կ^^ենք, որ -(Ա)-ն րա վ արա րոլմ է.
( 7) պայմանին, եթե յուրաքանչյուր £ > 0-ի ե-^^ր ղոյոլթյո.Ա ունի այնպիսի 0 > < Լ 
որ րավականաչափ մեծ րոլոր 11-երի համար չինի' <^((1 + օ)Ա) 0 + £)?(«)'

Ապացուցվում է, որ եթե // ղրական օպերաս, որր և 6 ք Ա = 1,2 .... ր» օպերաաոր 
ները ունեն վերջավոր կարղ, իսկ 7^7=0. 1...........«֊Օ պ ե րա ս. որն ե Ր ր չիովին անընղ֊

հա 1Ո են, սւ Աք ա
Ոյ (II, - ո (ս, /Հ1. Ոէ (II, Ր)-ո Ահ

7-ննարկվում կ այս թեորեմի կապը Մ. Հ- Կեյղիչի հայանի թեորեմի հես. (աես^)),
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