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Стесненное кручение параллелепипеда

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР О. М. Сапонджяном 2/ХП 1965)

Точному решению смешанной задачи об упругом равновесии па­
раллелепипеда посвящен ряд работ С1՜4).

В статье приводится точное решение задачи стесненного круче- 
ния прямоугольного параллелепипеда, вызванного взаимным поворо­
том на угол 2 0 двух абсолютно жестких диафрагм, закрепленных £ 
противоположным граням. Будем считать, что расстояние между ди­
афрагмами не изменяется и остальные грани свободны от внешни! 
нагрузок.

Поместим начало координат в центре параллелепипеда, а оси 
координат направим параллельно его ребрам, как показано на фиг.1

Фиг. 1.

Для рассматриваемой задачи координатные плоскости являю™ 
плоскостями антисимметрии, в связи с чем достаточно рассмотри 
только первый октант параллелепипеда.

В случае отсутствия объемных сил решение поставленной за.и 
чи сводится к интегрированию однородных уравнений Ламе:
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(1֊2у) 7։« + — = 0, 
дх

(1—2 V) «2и -|֊ сН
(1)

(1—2 •?) 4

следующих условиях на поверхности:
г> — О, 

Тд-у = О, 
и — О, 

Тду = О, 
и = О,

к» = О, 

~՝хг — * ), 
Ы' = О, 

~уг = О, 
V = О,

и = — Оу, V =

Эу — О, 
Зу = О, 

Ъ = О, 
щ = О,

когда 
когда

когда 
когда 

когда

когда

х = 0, 
х = а, 

У = О,
У = ь,
2 = 0, 
г = !.

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

(7)
Представим перемещения в виде двойных рядов Фурье:

ЛО ЛО но м
« = £ X С05 ,пХ 5’п ։1"'У + X X Л'Й8|п ։1«У51п 7^ 4- 

ш — 1 п — 1 гп —1 к -1

ТО ТО

4֊ У^ СО81пх 81п 7*2, 

л-1 Л-1 

ТО ТО то <г

'У = \ \ 2(*\ 81П 1пХ СО8 }Чп У 4՜ V Л'й СО8 НтУБШ 7*2+ 

ш-1 п - 1 ш-1 Л-1

(8)

у у{п18’л ?՝«х 51 п
Л-1

(9)

«€■ оо ос- зе
к՛= 2 X /(шп 5‘п ,пХ 51 п м + X X8։՛п с°5 7«֊ -ь 

ш — 1 л — 1 л? — 1 Л — О

ОО во
■ь X X 8’п ՛пХ С05 *• 

л-1 й-л

((0)

7<‘) = Д”1 811 р г-г Втр 2сЪр„2, ^тп тп ' тп^ тп ^тп
ум _ Д (4) 5|-! р - _|_ р 2 ей р2, ^тп ‘ тпг тп • тл

7(3) = Д(3)сНп 2-4-С(3,р^тп и тл^и ' тпг тп> 1 тп
= № ей гмх + <Й> гт։ X 5Ь Гт„х-

-Ч?։. = '•«г + рйг.»»ЛхЬ г^х-

Л'й = Мй 5(1 Г„,г + Р\Ц,ГткХ СИ

(II)

(12)
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ii3i

En"sh чмУ -I- Уch ч„„у.

= /-’S r11 <l„ty -1- sh 9„»У.

rS = sh W + Н‘ЗЧ„„У ch <7„։y.

Удовлетворив уравнениям равновесия (1), получим
(14) । 

следующие
зависимости между коэффициентами, входящими в (И)-֊(13):

1 дМЗ)Unm _  Unin ^пт
fn ‘mn

(3-4v)p„„c,'„;!-i д11’'-пПтп

Pmk Pmk Qjnk /Q /- (J 11/   м Д41*)   i М^ь — Г V<1] — О /Г
------- = ------ — ------- ’ IО ' mk^mk rnii^mk \k**lnik ' mk*^ mfc — U, (10)

JL/7/ \k Г mk

H!X = Н'Л (3_4։)ЧмОт _ -lnE<>> _ lt£<3) + qntFm = 0
f n I k (]nk

Удовлетворив условиям на поверхности (2) — (7) и используя 
(15). для постоянных интегрирования получим следующие соотно­
шения:

D(h-JjLc(3) Д(1)-—)/rth« /С(3) ( —1)"' "49тп — лтп — И1 ртп* ^тп j
Ртп CtO^m ՝п Sllpnin

г>Л2} _ Нш Г(3) и пт —
Ртп

I ° >
^шл :=։ — |1ш I С111 Ртп

в՝т.----- 1(3-4֊) + p,„„lcthрт„!I с!?„+

(lb [iz/i Уп Sh рHint

Рм = — 0*Д, /ИЙ = (1 - 2֊ - г,„ка th r„lta) Q<>>,■ • r«Fvf mk Гnik

P'ml - (&’», МЙ = J±- (1-2, - rMa th r,,„,a) Q'n',’.
^mk Г mk i

Mil = - [2 (1— v) + r„lka th rmka | Q”’», (16)

H՝^= E'»—--(l-2֊-?„։*th9„»*)G<22,
‘hk q„k

Ml’= G?2, ЕЙ= — (1 -2֊ - gn„ *th q„t b) G2> 
Qnk (Jnk

1'nk — — (2(1 — v) 4֊ Qnk ff th Qnkb\ G^nk-

Для определения постоянных интегрирования C'^L О(Л* и Q'Ja п0‘ 
лучим следующую совокупность трех бесконечных систем линейны* 
уравнений:
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Опк 2^^пкп։Стп 4- / епктЦт* ♦֊ /пк 
/и=1 ш-1

(17)

л-1 Л=г1

(т, п, Ь = 1. 2, З-.-О
•де

( 1 ) Ртп$Ь Ртп^ р(3)
тп

(—1/ ";а/сИдпкЬ 
ь (18)

_  4 Рпт 5^2 Ртп1 | (у* л) — (1 — *) !1ш|
"'я* \ртп1+ (Ъ—^)$\\ртп1 ей ртп1\ + р'тп)'

тпк —
^Ртп$№ ртп1 Н (7% + Нм) ~ О֊ ¥) *-л]

П.1 \ртп/4֊ (3—4՝4 ЗИртпI с\\ртп/| (7*4-^мл)։

4 6 511 р ,пп1с^Ртп1 / I 1 \
ч.аЬ\ртп! 4՜ (3—4*)зЬ Ртп!' сИ р,пП1\ Мл н*»/

4 а^* сЬ29яа Ь | (1 - V) — V (7* 4֊ >2) |
1х /1^1/1 ~~~ — -

дПкЬ (811 ЦпкЬ сЬ дпкь — ЦпкЬ) (нт + д'пк)2

4 сЬ։<7ла£ р>2нм 4՜ Л* (Нм 4- <Д)| 
пкн! "" ____ ____ — > ՛՛ *

ЯпкЬ ^ЬдпкЬаЪдпкЬ—дпкЬ)^,,. 4֊ дйк)'

_____40; * 8Ь дпкЬ сИ д„кЬ 
аЬ/пд^к (811 дпкЬ сИ дпк Ь - дпкЬ)

^ткп
4 а*|А сЬ։ гтка |(1 —у)/2 — > (;2 ~:ч'.)| 

гтка (зЬ г,пка сИ гтка — гтка) (>„ + г'тк)

^ткп —
____ 4сЬ8ГтАД р лНм 4՜ 4*0" 4՜ гма) |
Гтка (811 гтка сЬ г,пка — гтки) (/'п 4՜ ''м*) I ՛

____ 4 Э*՝!^ 811 ГткИ с!1 Г՛тк(1______  
‘",к ~ аЬ\чп г'п1к (511 гтка сИ гтка — гтка)

’—некоторый параметр, с помощью которого регуляризир}гтся 
‘вокупность полученных бесконечных систем (Ь).
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Покажем, что системы (17) квазирегулярные. Оценим сумму , 
дулей коэффициентов при неизвестных для первой системы совощ 
ности (17): 1

4 Ртп §^~Рп1п1
7/ \ртп1 + (3—Ь) $11р,лп/сЬр,пп/|

(14-24 (зЬ ртп1 сЬ р,„,։1 р,пп1)
* \Pmnl 4- (3—4>) зйр^/сИ рт„11

= / (Ртп!).

Исследование показывает, что функция / (х) (х^>0) монотонно воз 
растает и достигает своего максимума при х —* го.

Таким образом, получим следующую оценку:

14-2 у

я (3—4 >») (20)

Для суммы модулей коэффициентов второй системы (17) будеи 
иметь:

________ 4 с11а<7„^________  
дпк дпкЬ сЬ дпкЬ— дпкЬ)

2дпкЬ [/.д + 7* [я (1 —у) + у] ] 
7п/.(811б7л^с11 дпкЬ — дпкЬ)

(211

Правая часть выражения (21) будет меньше единицы при условии

1 — 3 — 2у 2дпкЬ
±1д_а(1 -^)н-^ ьЪдпкЬсЬдпкЬ— дпкЬ 
1к

Аналогичным образом при условии

1֊ я —2у '2гП1ка2 —————————
, 51т гтка сЬ гтка—гтка

7^

(22)

(23)

сумма модулей коэффициентов третьей системы (17) 53 также будег 
меньше единицы.

При фиксированном значении одного из параметров п или к 11 
неравенства (22) можно определить то значение другого из них, на­
чиная с которого неравенство (22) имеет место.
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Аналогично из неравенства (23) можно определить соответствую- 
значения параметров т или /г.
для того, чтобы сумма 5, была меньше единицы, требуется 
лнение неравенства

шне

ВЫПО

(24)

(25)

(26)

С другой стороны, из неравенств (22) и (23) следует
1 —а — 2* > 0.

Неравенства (24) и (2.5) будут иметь место 

при а = 0,617 и V < 0,19,
где коэффициент Пуассона.

Таким образом при выполнении (26) системы (17) оказываются 
квазирегулярными и имеют сверху ограниченные и стремящиеся к 
нулю свободные члены.

В частном случае для квадратного сечения (а = Ь) взамен по­
лученной выше совокупности трех квазнрегулярных бесконечных си­
стем линейных уравнений получим совокупность двух бесконечных 
систем.

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса

Գ. Պ. ԳնՈՆՋԺԱՆ
ու դահեոահիափ կաշկանդված п|пгт.|Гр

Հոդվածում դիտարկված Ւ Ոէ ղղանկյոլն ղու դաՀեոանիստի կ ա յ կ ան դվ ա ժ ոյորման խնդրի 
Լքհրիտ լուծում ր է երբ Հակադիր նիստերում կան բա դարձակ կոշտ դիաֆրագմաներ, որոնէք իրք 
մեկր պտտվում է մյուսի նկատմամբ որոշ անկյան տակ

Ընդունված 6 որ դիաֆրագմաների միջև եղած .եոավորոփյունբ մնում ( անփոփոխ և բացի 
այդ զուգահեռանիստի մյուս նիստերը աղատ են արտարին ումերից՝ Խնդիրը (ածված ք տ^բս- 
փոխուքէ յոէննե րի օդն ութ յամ բ ։

1ամեի առաձգական Հավասարակցության հավասարումների յուծռմր ներկայացված .* 
նուրյեի կրկնակի շա ր բե բի մ իջոցով;

Ւնտեդրման հաստատ ու նների որպումր բերված Լ գծային հավասարումների երեք անվեր} 
սիստեմներից կազմված Համախմբի (Ոէծս անր:

8ույց է տրված, որ այղ սիստեմներր կվաղիոեղոպյար են ե ռնեն վերեք,3 սահմանափակ 
“ ղրո>Ւ ձգտող ազատ անդամներ։ЛИТЕРАТУРА — ԴՐՍ-՚ւԱՆՈԻ^Յ И ,<Ն

‘ Г. Л1. Валов, Об одной задаче о равновесии прямоугольного параллелепипеда 
со смешанными граничными условиями. Вестник .МП . № 3, Г».»9 " '՝■
Общин метод решения пространственной задачи теории \ пру гости для паралле е

с » к'Н 0 10 1960 ’ // п. Теодореску. Ьиг 1е рп»Ые- известия техн, нн-та, Болгар. АН КН У—ш. ։«”«. ' , . . ,
те <1и рага11е1ер1рес1е е1а811чие, Агс1Ни1тесИап։ки §1о$о\уапе(. о/ . - • ■
лоян. с. А. Саакян. .Известия АН АрмССР". серия фнз.-маг наук. т. Х\I . . 
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