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МАТЕМАТИКА

Ф. Г. Арутюнян

О рядах по системе Хаара

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР А А. Талаляном 20/.Х 1965)

I . В настоящей статье приводятся некоторые результаты о ря­
дах по системе Хаара. Прежде всего определим систему Хаара (см. 
С), стр. 57—61),

А'® (х) = 1, при 0 < х < 1 .• (||

Для определения функций А'^Л)(х), п = 0, 1,2, • ••;£ = 1,2, •••,2» 
разделим отрезок [0,1] на 2я + ։ равных частей и обозначим через 
Д'Д, /= 1, 2, •••,2я ՛, полученные открытые интервалы.

| 2я , при х^Д^՜՜1’
/?)(х) = — I 2я при х^Д՛,?'1 (2)

О, в остальных точках.
Через (х)} , п =0, 1,2, • • •; обозначаются функции системы Хаара.
перенумерованные в порядке
/Г (X), /<*> (х), /О) (X), //2) (х), • ■ • , /<•> (X). • • • , /Л(2Я ) (X), • • - (3)

Для рядов по системе Хаара верны следующие теоремы. 
Теорема 1. Пусть имеем ряд

V а*у.А (х) 
/г—0

(4)

по системе Хаара и пусть почти всюду на некотором м но жести 
() (՝(} ^>0) имеет место

п
/(х) = Игл У а*/л(х)> —оо, (5)

/г-0

тогда ряо (4) почти всюду сходится на О к /' (х) и /(х) почти 
везое конечная функция на (}.

'Ге о рем а 2. Для того, чтобы ряд (4) сходился почти всюду 
на некотором множестве О (| (7 Т> 0), необходимо и достаточно, 
чтобы почти всюду на (1 имело место
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ОС
У 1 "«/.Л (*) 1։ < + ОО

Л-0 (6)

Теорема 3. Пусть /(х) измеримая почти везде конечная 
функция на [0,1], тогда существует абсолютно сходящийся почти 
сЮду на [0.11 ряд (4) такой, что

(х)=/(х), почти всюду на [0,1]. 
л-о (7)

[ е о р е м а 4. Пусть / (л*) С Л2 [0,1 [ и г 0 тогда существует 
функция Ч (х) ££։ [0,1 ], I £ (Ч (х) (д՜)) | <^ г, ряд Фурье которой
абсолютно сходится, почти всюду на |0,1|.

Отметим, что результат, аналогичный теореме 1. был получен 
П. .1. Ульяновым для рядов по системе Радомахера (см. (2), след­
ствие 7).

Из теоремы 1 следует также совместный с А. А. Талаляном 
результат (э) о том, что ряды по системе Хаара не могут сходиться 
к -I- оо на множестве положительной меры.

Теорема 3 является усилением теоремы Бари о возможности 
представления почти везде конечных измеримых функций рядами по 
системе Хаара (4).

Результаты, аналогичные теореме 4, для некоторых полных 
ортонормированных систем были получены А. А. Талаляном (5).

Если при построении системы Хаара разделим [0,1] по другом} 
(однако двоичному) принципу, без требования равенства интервалов 
разбиения, причем так, чтобы точки деления были плотны из |0.11. 
то получим аналогичную полную систему. Такие системы мы будем 
называть системами типа Хаара. Системы типа Хаара дают возмож­
ность доказать теорему 6, показывающую завершенность в некотором 
смысле нижеследующей теоремы 5.

Пусть {?л(х)}։ л = 0,1,2,---; ортогональная система на |0,1|. 
Обозначим

£7 = £(?„(х)<0), £<֊ = £(<?,.(х)>0), л =0,1,2,-(8)

Теорема 5. Пусть {ся(х)}։ п — 0, 1,2. •••; ортогональная 
система. Если

П1° система {©л(х)} не полная.
Теорема 6. Пусть дана произвольная последовательность 

положительных чисел {вл}, п = 0, 1,2, • • •; такая, то

п в 0

(10)
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тогда существует полная ортогональная система {?л(л)},« Г| 
1,2, • • •; для которой

Доказательства теорем 1—4 основаны на нижеследующих лем.ма.\ 
II . Пусть имеем ряд

2 ~ 2 ак7.Пь (х), пк+1 > пк, к = 1,2, • • •; 
*-1

составим непустой подряд 
ао
V «*/^Л*. (*) 

/-1

(12)

(13|

ряда 2. Скажем, что ряд (13) принадлежит классу /7(2), если щ 
того, что 7.п(х) не участвует как слагаемое в ряде (13), следует, что 
туда не входят и все те функции /,,у (х), которые равны нулю вне 
множества Е (х) =/= 0). /о

3 а м е ч а н и е. Подряд из Н (2), в частности, может быть состав­
лен из конечного числа слагаемых.

Лем ма 1. Пусть имеем ряд (12), частные суммы которою 
снизу ограничены числом /И, тогда частные суммы любого ею 
подряда из /7(2) тоже снизу ограничены тем же числом .11՛

Лем ма 2. Пусть нижний предел частичных сумм ряда (121 
больше оо почти всюду на некотором множестве С (| О | >0), 
тогда для любого существует подряд (13) из 7/(2) с ограни­
ченными снизу частичными суммами, для которого

6 П (О Е (/.Лл(л')^0))|< з. 
пк * пк{
I 1, 2, •••

(141

Л е м м а 3. Пусть верхний предел частичных сумм ряда (121 
равен 4՜ ■ на некотором множестве И Тогда для любых

т
/VI и г можно указать такой конечный подряд У ак.'/п„ (х) и3

£-1

/7(2) так, что

(15)

Лем ма 4. Пусть дана непрерывная функция ф(х), тогда дм 
любых заданных п, г 0 и •> > 0 можно указать такую конечную 

п+р
сумму 8(х)= V ак/к (х), чтобы имело место

Л-л+1
" р
У ак/'к(х) -/(х)
к - п ф 1

(16)
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и
п+р 8
2|ад.и)|<т1/(-')1.<|о.||. (171
Л-л+1

в доказательствах лемм 1-3 использован, в частности, метод 
работы (3).

ИГ. Доказательство теоремы 5. Теорема 5 доказывается очень 
просто. В самом деле, обозначим

1° £= П и £Л-, л*»0 Л=п

2 О։ = £(|?։(х)| = + ос), ио, 1,2, •••; (18)

3° О = и О„.

Из (9) следует

1-9

и, следовательно, в силу (18) получим

| Е| = 0 и 10=0.

(19)

(20)
Пусть л0£ |0,11 \ (£■-!֊ О). Тогда для некоторого натурального 

числа /о = /о(хо) имеем а'0С^՜ для всех 1^>10 и |?>(х0) 4֊ ос для
всех у = 0, 1, 2, • • •; Следовательно

3I<?,- (Л'о)I’ = 21?' (-<»))* + 21?Г(*о> 1"= 31 ?г (•«.) ։’<+«=• (21) 
1-0 1-0 /-/.+ 1 /-0

Из соотношения (3) вытекает, что соотношение (21) выполняет­
ся почти везде в |0,1|. Это противоречит теореме Козлова (см. (’), 
стр. 347). Теорема 5 доказана.

Доказательство теоремы 6. Возьмем последовательность положи­
тельных чисел {а*}, Л = 0, 1,2, •••; удовлетворяющую условиям

1 Ч — 0, при Л -* 4- с®,

2 У а* = 4֊ ОО, 
л—

М

3 Л/е <С 2> = ’

4 ? Л = 0» 1» ’ * * •
9

в силу (2°, (22)) можно указать числа О = по<^1< 
так, чтобы имело место

< /и < • • •;

п
1

(23)
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Определим числа П = Л0<^Л1<^ 
зом

<Ь< ; следующим обра.

+։ = А, 4- «л, 4- 1, / = 0, 1, 2, - • •; 
Очевидно

Обозначим
1 = 40) > Л’(։О) = О 

или. что то же самое

(24)

(24’)

(25)

11оложим

1=^>^-=°- (25')

' ՛<?•01 = 4” (26)

х<“> + (л-<0»>-л(«>) П<1= 1. 2, •••,«> 
7-1

И

(27)

где
х(1) = /(о.о)։ м = 0, 1,2, •••, п

Пусть для некоторого />0 уже определены точки

Положим = А-<р, /9 = 0. 1,2, •

(28)

(29)

(30)

Р О, 1,2, •, Л Ар V — 1,2, •՝•,//tg.jf.pj,.} — П1ц+р-
Очевидно

и (31)
/‘(К/О ч) , если р<^д.

Число точек
Следовательно

1, 2, • • •, равно д^{+р~Н
в силу (24) число точек р = 0, 1,2, ••֊, /։*։)

* О, 1. 2, • • •, //Д| р । — пк. р равно

1 - * ■

2 (л*/ •/> ։ 4՜ 1) = + 4՜ «А|4՜ I = Ла/+։ 4՜! (321
л* О

Примем 0 = и через

(33)
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обозначим точки Г'.''” Р = 0. 1, 2. • ■,ц. . , 
-п,гР. занумерованные в порядке убывания

о, 1,2.

Функции { (х)}, п 0, 1, 2, ..определим следующим
ЗОМ

оАра-

'П

где

Из (31) и (35)

ГО (Л ) ---  1 .

- Гп

, при х£ |0,11.

. при х^(^ р>, ^),

О в остальных точках,

’л

/г*, + п^+р р — 0, 1,2, • • •, пк 
имеем

Р I - о, 1,2

(34)

(35)

(36)

(37)

Учитывая

где

= (4'1..
(22)), (4 , (22)) и (30), легко получим

п>4 гр
(38)

Пк1 Р

* ’''

и

(3 ,

п

/

* ♦ к} 4 р + 1

5п

\ р

пк.+р ; р = 0, 1,2, • • •, л*р / = О, 1,2,-

С другой стороны, по определению £‘(?0(-’г)<0) пустое 
множество, следовательно

(39)

՝\ожно показать, что построенная система является переставленной 
системой типа Хаара, точки деления которой всюду плотны в

1а этом и заканчивается доказательство теоремы 6.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР
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Ֆ. Դ. յԼՐՈհ^ՅՈԻՆՅԱՆ
Հա արի 11ի■ ւмЬ։ГււЦ ոարքերի ւքւաւիՈ

Գիտա րկենք

У «*7.* (X) —
К-0

ո
շարրր րս»ո Հաարի ոիսաեմի, ե նշանակենք Տր(>') “=

А— 0

ւ) եթե ււա^^յ^
П—♦ 00

7 (а )-£» համար յա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիա է Е.{\ է* 
ապա (I | Е •ի 1րԱ1 թուլամիտում Հ համարյա ամենուրեք*

րաթմության

2) Е ( । Е >> 0) րաթմու թյան վրա (/) շարրի համարյա
համար անհրամեշա է և րավ ա ր ա ր Е-Ւ >/րա

ամենուրեք Ц ո ւ ч ա մի տ ո ւ. ЯМ

.’•"ГгА թութ ա մի

3) ?п. {^П(ХУ

ад* (л) 1а

տու թյունը*

չինի որթողոնա( ոիսաեմ, եթե

(21

V ,|ք(?.Ա)<0)1
^։1£(?л(Х)>0)|

(3)

սիոաԼմր [րիվ չե։

7, сп

Ո —0

ուն ի ւրՒ‘1 оրթ ո թ ոն ա չ \հո (л՜)։ սիստհյ

ա յն պ ե

ՀՈ 0)1
’-ո ,П 0,1, (41

ՀՈ
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