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И. С. СаргсянТеорема о полноте собственных функций обобщеннойсистемы Дирака
(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. Мергеляном 20, IX 1965)1. Пусть Ь означает матричный

Р(Х),

оператор
/~ ՝ 

с/х

\ йх 'где Р(х) и ф (а) заданные квадратные ка к;
симметричные матрицы поряд-

<?(А) =

а /—единичная матрица того же порядка, т. е.
О о,...1. ••• 000, 0, 1 /лДалее, пусть у(х) означает двухкомпонентную вектор-функцию порядка к от вещественной переменной х. Функцию у (х) можно представить в матричной форме:

Гогда уравнение (Х-параметр) 77



(Л _),/)■>» = Оэквивалентно системе обыкновенных дифференциальных уравнений:
+ Р„ (■>)/>'’ W + Ра W Jf ’ (*)+•• • +Л»<-։> У'1*’ W = М" WА

dx
+ 9„ (х) у'» (х) 4- q,2 (х) у<« (х) + • • ■ + ?«(х) У$‘> (х) = Ху»>(л)< = 1. 2, •■֊, к. (1)Предположим, что матрицы Р(х) и <3(д) непрерывны, веще- ствены и определены на интервале [0, я]. Непрерывность матриц Р(х) и ф(л) означает непрерывность их элементов, т. е. функций р,;(х) и <7/; (*), Л/ = 1, 2,- А. ЯПрисоединим к системе (1) граничные условия:У, (0) ֊ У1 (0) А = 0,У։(՜)֊ )’1(“)^ = 0. (2)(3)где Л и Н квадратные симметричные числовые матрицы порядка А:

Нхк

н»и DetZt =# 0, Det Н О, так что обратные матрицы /г՜1 и Н՜1 существуют. I■г 2. В настоящей заметке изучается вопрос полноты собственных вектор-функций задачи (1) 4֊ <2) 4- (3) в классе интегрируемых с ква-дратом вектор-функций т. е. функций,для которых I 2 {1Н°(х)]’ + [/<<1(х)]’)(/х<+оо.уАналогичный вопрос для задачи (1) + (2)+(3) при А = 1, т. е. для задачи dy2 +Р(-«)У1 = Ху1
“•2х’ + 9(Л)У։ = Ху, (4)

У2 (0) sin а -}֊ (0) COS а = 0, (5)Уг(к) sinB 4-у, (r)cos₽==0, (6)<где Р(Х) и q (л)֊вещественные функции, «^֊произвольные действительные числа, рассмотрен Э. Ч. Титчмаршем (»). Им рассмотрен 78



случай и бесконечного интервала (0, ос) (»). Наш метод отличается от метода Титчмарша и аналогичен методу Б. М. Левитана (см. (3), приложение 1).3. Пусть вектор-функции у։ (л) = 'у<'> (х), у<2> (л),. •у[*) (х)} и у։(л) = {у121)(А), у£2> (*),•••» у(*>(х)} являются решениями системы (1) и удовлетворяют следующим начальным условиям://>(0)-!, У<"(0) = £А„, ։=1, 2,.-.,*. (7)/•1Очевидно, что функции у։ (х) и у2 (х) удовлетворяют условию (2).Обозначим через п произвольное натуральное число и пусть △ = ֊- • Далее, положим л, = уД, = р;/(уД), = (*Д) и пустьу'/\ и У?0,, (? = 0, !,•••,/։— 1), компоненты векторов, которые будут определены ниже. Заменим производные функций у’/’(л) и у?>(х) разностными отношениями, т. е. положим (в точке л = х,)
— у(')(х)~ » /=1, 2,•••,*, (8)

у = 0, 1. (9)Так как по предположению вектор-функции ух(х) и у2(х) являются решениями системы (1), то заменив в этих уравнениях производные выражениями (8) и (9), мы получим следующую систему в конечных разностях
</) _ и(0 
ь -У1.

(Ю)
у։ + ?!;’у£>, + у?\+■■■ + у£>, - '-у?.=о. оогде у = 0, 1, • • •, п — 1; ։ = 1, 2, • ••, «•ПоложимУ5?-1 = Ь У^о = 2^> / = 1,2, •••.*. /-1 (12)

Из системы (10) —(11) и условий (12) можно последовательно определить у<'>0, у<0, •••,у(1')п_1 и у''\, у<°2, (/=1, 2,« ••,*)-Далее, нетрудно показать (см., например, (4), стр. 12), что при п—со и 71->х векторы {у<}4, у<«, •••,У<*>) и ОД, У<», * ’У?\} стремятся к решениям задачи (1)4-(7) и притом равномерное каждой области (О с Л О; 0^:|а| < /?<ОС).Присоединим к задаче (10)+ (11) +(12) граничное условие 79



у".-2 ^у(Л֊1 = 0’ (/=1*2- 03)
1-1которое получается из граничного условия (3). Полученная задача для системы в конечных разностях, очевидно, представляет собой алгебраическую задачу на собственные значения в лЛ-мерном векторном пространстве. / У^\ У^\ • • •, у<*> \Скалярное произведение векторов у = 1 ’ ' ՛ ’ ’ ' I и\ У,11. У՞ > • • •, У՛?’ /определим с помощью равенства

(у,г) = 3 3 (УМ!1. + У5!>Л’.) д-
*-0 / -1

(14)

Лемма 1. Собственные векторы задачи (10) 4՜ (11) 4՜ (12) 4՜ 4֊ (13), соответствующие различным собственным значениям, ор
тогональны, т. е. если собственному значению X соответствует 
собственный вектор у, а собственному значению р—собственный 
вектор г и X =£ и, (у, г) = 0.Лемма 2. Собственные значения задачи (10) 4՜ (11) 4՜ (12) 4՜ ֊1֊ (13) вещественны. 1Обозначим собственные значения задачи (10) 4՜ (11) + (12)-4-(13) в порядке их роста через Х<£>, (т = 1, 2, ••• и) и соответствующие собственные векторы через

- т ։ ՝ 1,0 ’ -'1.1’ ’ * ], л—Р *2, 0 ’ У2, 1 ’ ’ У2, д —I / > * * > уДалее, обозначим через д, квадрат нормы вектора у£>
л—1 **^ = 11УЙ’11’ = (У<«, е) = 2 2 '1у"'"1։+|у^','"1’)й- (15)Векторы у^'։ . ..,уо> образуют в л-мерном пространстве двухкомпонентных Л-мерных векторов ортогональный базис. Поэтому для произвольного вектора /-{/<%, /<% •••,/<!>„_,; /">0,*=1, 2, •••,£, имеет место равенство Парсеваля

л-1 а п 1</-/)=2 3 {|/1°.1։ + 1/№й = 2 4- (Ауй>)*. (16)
V —0 1 т _ 1 Л1, ДОбозначим через у, (л) = рь(А) \ решение системы (Ю)-(И). хугД^)/удовлетворяющее условиям (12), а через у (х, X) = /•’*\ оеше-\У2(л,Х)/ние системы (1), удовлетворяющее условиям (7). Если Д — 0 и>Д — х, то уД>.) -» у (х, X) равномерно в каждой конечной области плоскости X. 180



Поэтому равенство Парсеваля для задачи (1)4֊ (2) _|_ (3) получить из равенства (16), полагая △ — О, т. е. справедливаТеорема 1. Пусть / (л) = (Х} \ с (0, к). Тогда

место равенство

можно
имеет

3 {(Ач(х)]’+|^> О) |'}</* =•> <-1« 1 к с= 3 “Р՜ 2 1П" О) У1!0 О- Х") + О) (*• 0)1 Лх т-1 т | /_։
или. более компактно, т. е. в векторной форме записи,

где (т - 1, 2, 3, • • •)х / У(։։)(А М. У1։) (*» **), • • •. х«)
собственные вектор-функции задачи (1) 4՜ (2) 4- (3),

4. Рассмотрим теперь случай бесконечного интервала. Пусть коэффициенты системы (1), т. е. функции рИ (х) и <?17 (х), определены на полупрямой (0, оо) и суммируемы в каждом конечном интервале. Справедлива следующаяТеорема 2. Пусть и1 (х), и2 (х), • • •, и* (х),
. . /ии(х)\ /и"Цх), ^(х), •֊., н^Цх) \_

и> (х) = I 1 = 1 . I = \лу А/»\^(Х)/ Ц<Р(Х), ...,Ц*)(х) /
решения системы (I). удовлетворяющие начальным условияма«>(0)=1, (1,1 = 1, 2, •••, 4), (0) = Р’ { (։./'= 1.2.-

и, 7 Т •

а вектор-функция

Ш10 0)1* + и? О)Г1 </•»< + °°- 81



Тогда существует симметричная матричная функция распре^, 
ления 0(к) = [|0//(к)[|, /,/= 1, 2, •••, Հ
такая, что формулы

Fi(l) =• ( У «Л0 (х) ии Х) + Л° (x)u^(x,k)}dx, (17)
Ր */</> (л) = V {Ւ, (к) ufl (х, к) dau (к) J /./-։ — ее ао 
Ր ьf^(x) = ( v FtՀՃ) utf (л. к) (к)

д I./-J
(/=1, 2, •••,*), (18)

осуществляют взаимно обратные изометрические отображения 
пространства I2 (0. ос) на пространство (—°°, °°) и £Л3<Х>, 
на Л2 соответственно, при этом интегралы в формулах (П)и 
(18) сходятся в смысле метрики в и Ь2 соответственно и 
справедливо равенство Парсеваля ео асГ 2{1Лп(л)12+|/'/)(х)Г-}^= Г 2 л (к) Г/(к) (к).

В заключение искренне благодарю Б. М. Левитана за постановку задачи, интерес к работе и обсуждение результатов.
Московский государственный университет I
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1րՒ4 ու pl ահ iftini|iG

Ռոլյրյ է տքվ^ւմ, որ (1) փ. (2) (3) ա ս հիմնական տե^սսւոււ/) սեէիական
ֆունկցիաների иիստեմր չրիվ Լ (0, Г) դասոէ֊մէ Հոդվածում բերված է այքք թեար^!1 
անալսք] թեորեմը նաև £2 (0, ՕՕ ) ղասոլմէ
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