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Пусть л1։ >֊։,-•-, Ху,-- - —последовательность комплексных чисел, 
лц, т2, • • -, /и,,- • • —последовательность целых положительных чисел. 
Рассмотрим систему функций

Предположим, что она
1֊7б 7*1 (0<?<°°)-

неполна в метрике С на отрезке мнимой оси 
Образуем последовательность

п X г
(г) = V рп, (г)е (п = 1, 2. • • • ) 

у=1
(2)

конечных линейных комбинаций функций системы (1).
Л. Шварц в работе (*) показал, что если все X, — действитель­

ные числа, т. = I, последовательность (2) равномерно сходится на 
I —д1. 7/] и ее предельная функция Р (г) регулярна на отрезке 
|—7*. 7*], то тогда Р(х) регулярна на всей мнимой оси. Если — 
комплексные, то без дополнительных условий на последовательность 
(2) нельзя утверждать, что Л(г) будет регулярной на всей оси.

А. Ф. Леонтьев в работе (а) доказал следующую теорему.
Пусть последовательность (2) равномерно сходится на любом 

конечном интервале мнимой оси. Если предельная функция Р (г) 
регулярна на отрезке | — д1. дЦ, то функция Р (?) является ана­
литической в некоторой вертикальной полосе.

Следуя рассуждениям А. Ф. Леонтьева, можно было бы полу­
чить и следующий результат. Пусть последовательность (2) равно­
мерно сходится внутри конечного интервала мнимой оси («/, 1п).

д, д^>д. Если предельная функция Р(?) регулярна на [—7*» 
7^1, то она регулярна и на интервале (я/-|-7*\ Ь1 — д1).

В настоящей заметке отмечается, что в указанных условиях 
Функция Р(?) будет на самом деле регулярной не только в интер­
вале (д/֊|-М — дГ), но и в интервале («/, М).
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Для доказательства этого факта пришлось обобщить один ре. 
зультат Л. Шварца (։).

1. Пусть {щ} — последовательность комплексных чисел, среди 
которых могут появляться и числа конечной кратности, удовлетворя­
ющие условиям

2 (3)
ОС

Введем следующие обозначения:

где В (г) — произведение Бляшке для правой полуплоскости:

В(г)= п— 
А—Ц

г
На ֊4֊ 1 

г
На 4՜ 1

/ «

Ч(О = ֊5֊ [ ег'Иг, 

2~Л 
-- 1 30

30 /

ш(н,/) = —£ф(0 сП,

о о
где /(х) £ £ (0, ос). Функция ю(р,/) регулярна в правой полуплоско­
сти. Д’/

Справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Пусть у (г) = гре ՝Х/<2, где р —целое число меньше 

кратности рА. Вычет функции

щ (н, ?)
*(н)

как функции переменного р, равен нулю во всех нулях Ь (р), от­
личных от рь и равен г’’е '^2 в точке р= рл.

1срез Р() обозначим конечный линейный агрегат функций 
1 "г е г ('՝’ = 1, 2, • • • ; р = 0,1, • • • , 1/, — I), Где д _ кратность 
числа р*.

1Ь поль ։\я лемму 1 и оценку снизу для произведения Бляшке 
(см. ( ), стр. 115), получаем следующее интегральное представление

Р(г) =
1 Г^’р)

(4)
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где fi — сколь угодно близкое к ®0, ®0<՜ <рг<^ a L — бесконечный
2

контур, идущий из бесконечности по лучу argn=<h. До точки нуль, 
затем по лучу arg ц = — до бесконечности.

Исходя из интегрального представления (4) доказывается следу­
ющее утверждение.

Лемма 2. Пусть последовательность комплексных чисел 
удовлетворяет условиям (3) и пусть последовательность конеч- 

ных линейных агрегатов {Рп(г)} сходится в метрике А(Д,ос),

— оо < А < оо. Тогда она в угле jarg (z — А —е)| <— — ®0 — s, где г>0 
—

— любые, сходится равномерно.
2. Рассмотрим последовательность комплексных чисел {щ} 

k — + 1, ± 2, • • •, среди которых могут появляться и числа конечной 
кратности, причем числа с положительными индексами лежат в угле 

arg ji | ?о «С ~~ » а числа с отрицательными индексами —в угле 
2

|arg|( —ц)К<?о-
Введем следующие обозначения:

р (Z) = S Q. (Z) ■

Р (z) = V Q. (z) е՜V' P(z) = 2Q»(z)e֊:‘‘՜՜’ 
л -0 Л<0

где Qk(z) — полином степени не выше /* — 1 (/fc — кратность числа 
щ), причем Q* (z) = 0 для больших по модулю k.

По схеме Л. Шварца, приведенной в работе (х), доказывается 
следующая

Лемма 3. Пусть У} 1/,|р-л|<С 00• Тогда имеют место следую- 
k |Ь0 

щие неравенства

II Р IU (А, «)< сII РII £ <А, В} , II Р|| L (- «. Я) < с II Р\\ L (А. 5), 
где С — некоторая постоянная, зависящая только от последова­
тельности {|л*} и интервала [Д. В] — ос < Д < ос.

При доказательстве используются интегральное представление 
(4), лемма 2 и некоторые результаты из (4).

Комбинируя лемму 2 с леммой 3, получаем следующую теорему.
Теорема 1. Пусть последовательность комплексных чисел 

{цл} k— ± 1, + 2, •••, среди которых могут появляться и числа 
конечной кратности, удовлетворяет условиям:

I arg |ч|< ®о<-77 при £>0

< ©0 при k <оI arg ( — р*) |

к 0
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Если последовательность {Pn(z)} конечных линейных комби­
наций функций системы { zpe *k~ J (Л = ± 1, ± 2, • ՝ • ; Р = О,1, • • • ։ 
Ik — 1, Ik — кратность числа |ч сходится в метрике L(A, Н), 

4- —.
— ос < А < оо, то тогда последовательности {Р„ (z)} и {Рп (z)} 
сходятся равномерно соответственно в углах I arg (z— А—')|։\ 

< —— ©0 — £ и | arg ( — z 4֊ Л 4֊ е) I 'С у---- ?о~£» г^е Е 0 — любое.
2

Теорема 1 в случае действительных и простых (не кратных) {щ} 
была установлена Л. Шварцем С1).

Используя некоторые результаты А. Ф. Леонтьева из работы (г) 
и теорему 1, уже можно доказать отмеченное в начале заметки 
утверждение, которое мы формулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть система {zpe~ vZ }, v= 1, 2, • • •; р = 0, 1, 
• • • m, — 1, не полна в С | —qi, qi], 0 оо, где К — комплексные 
числа, а тч — целые положительные числа. Предположим, что 
последовательность (2) конечных линейных комбинаций функций 
из этой системы равномерно сходится на интервале (ai. bi), 
а<^ q, b^>q. Если предельная функция F (г) этой последователь­
ности регулярна на отрезке [ qi, <?/], то она регулярна и на 
интервале (ai bi).

Само доказательство ввиду его громоздкости не приводим.
В заключение выражаю благодарность А. Ф. Леонтьеву за по­

становку задачи и ряд ценных указаний.
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•Լ. Խ. ՄՈՒ11ՈՅԱՆ

Դփրիիււեի pwcjiTuiGquiifnbrntl |ГпвшгЦЬ||в ֆւււ_հկցիսւհեր|ւ 

tuGui | |ւ տ|,կ ասրուՏակւքահ lTuiti|iG

հիցուք քէ, կոմպլեքս թ վե ր ի հ աքոր ղս,կան ո. թյուն է, իսկ քՈԱ

րոէ. րո ,--- ամրոցհ ցրական թվերի հ ա քո ր ց ա կ ան ո ւ թ յ „ լն : Դիտարկվում է ինսւերվա- 

էՒ >1է"ս "1 1րՒ4 ֆիկցիաների (1) սիսաեմըէ Բերվում են երկու թեորեմներ այց
սիստեմի ֆունկցաների ցցային կ ոմ բին .ոյ ի ան ե րի միջոցով մոտարկելի ֆունկցիաների 
անալիտիկ շարունակման վերաբերյար
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