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1 . Пусть /Э и 5 — соответственно единичный круг и единичная 
окружность в комплексной плоскости г,

В работе (։) Лехто доказал, что для каждой измеримой на 5 
функции <р (;) существует аналитическая в £) функция, радиальные 
граничные значения которой совпадают с <?(;) почти всюду на 5.

Пусть р(г) — заданная функция в промежутке О 
летворяющая условиям

1, удов

(1)

Обозначим через //(р, О) — класс аналитических в £> функций 
/(2), удовлетворяющих в О неравенству

|/(*)1О(к1)-
Целью настоящей работы является доказательство следующего 

предложения.
Теорема. Для каждой заданной и измеримой на 8 функции 

9 (?) можно найти функцию Ф (2) из класса Н (р, О), радиальные 
граничные значения которой совпадают с <р(;) почти всюду на 8.

2°. Сначала докажем следующее предложение.
Для каждого положительного числа в любом классе

//(р, £)) можно найти функцию Фг((2) такую, что I О1) радиальные граничные значения Е.е'Ь-Дге ) были оы рав­
ны -|- ос почти всюду на 5;

2) на некотором множестве [0, 2՜], с мерой больше 
ЯеФл(н?'в)>0.

О . г<1

Действительно, для каждого /г построим на 5 нигде не плотное зам 
кнутое множество Е^ такое, что



Далее обозначим через

!1а- (г) —
Нг)

2* (4)

Рассмотрим круг |г| ----- * и присоединим к нему все отрез- 
2

ки вида

Полученное замкнутое подмножество круга О обозначим Г* и 
на нем определим функцию (?) следующим образом

и
Так как замкнутое множество Г* не разделяет плоскость и функ­

ция ср* (г) непрерывна на нем и аналитическая во вутренних его 
точках, то по теореме С. Н. Мергеляна (’) существует полином Р*(2), 
такой, что

| с* (2) — Р* (г) | < при 2 £ Г*. (6)
4

Теперь возьмем натуральное число /и* настолько большим, что­
бы в каждой точке 2 круга О выполнялось неравенство

(Р* (■?'"*) | < Нл (1*1). (7)
Введем обозначение

9* (2) = Р*(2т*).

Если обозначить образ множества £* при отображении ад— г՞1*— 
через ик, то из (3), (5), (6) и (7) будет видно, что полином ф* (г) и 
замкнутое нигде не плотное множество £7* удовлетворяют следующим 
условиям

1. тез £7*>2-------
2

2. Ре (}»(?’) > 1 —при
4

1Ф*(*)1 I1* (| г I) при
4. Ре<2* (ге16) >0 при Н£С7*„

Определим функцию (?) как сумму полиномов (?*(?):

(8>
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= (9)
*=։

Из (8) и (4) следует, что этот ряд равномерно сходится внутри 
круга О. Следовательно, его сумма — ФТ( (?) — будет аналитической в 
[) функцией, удовлетворяющей неравенству

ОО
1фч(2)1<Е։ч(Щ) = р(г). (Ю)

Л-1

Допустим
ОО ж

R = У П
л «■ 1 Л — л

Очевидно
тез R — 2՜.

Если 60£/?, то, начиная с некоторого номера — к п0, 
Обозначим

л.-1

М = пип У Ке<2л (ге'г‘)
О- г<1 . , 1<=1 I

и пусть г0 — произвольное положительное число, а .V—целое чис­

ло больше 1п—-----Л/,
е

Учитывая (8) и (9), получим
л,—I л,4-2/У

Ке Ф, (/■/•) > V КеС?* (ге" ) + V рер, (Гея-).
Л —1 Л — л0

/
Правая часть этого неравенства при г=1 больше, чем

Л/-|-2Л(/ 1 — —Л4 4-1п — , следовательно, существует 
\ 4 / е

о = о (е) > 0, такое, что при 1 — 6 < г < 1

₽е (ге1*-) < 1п — .
8

(И)

т. е. радиальные граничные значения функции /?еФ,(г) п. в. на 5 
равны 4- оо.

Наконец, обозначим

и = П

Из (8) имеем
Ие ФТ( (ге՝') > 0 при 9^67 

и

тез 67>2~ —
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3°. Покажем что I
Для каждого положительного числа в любом классе!

Н(a, D) можно найти функцию .(г), радиальные граничные значе­
ния которой равны 1 почти везде на S, и такую, что на некотором 
множестве /՝с |0, 2"| с мерой больше, чем 2к — т/, I

sup| (ге'°) |< 2. 
О Г<1

На самом деле, пусть — наименьшее из тех г, для которых 
р(г)<^2. Определим функцию р<Г), удовлетворяющую условиям (1)1 
и такую, что

ПРИ г<г» <12>
е 

р*('')>----- -— при г>г։.

Согласно 2°, для >}^>0 можно найти функцию <I\ (z) из класса 
/У(р*, D), удовлетворяющую условию 2.2.

Функция
4\(z)= 1 - ехр{ - <I\(z)}

и является требуемой. Действительно, так как

I (г) I =1 । - У |-~"’^|(г)|՞ < I ф, (Z) |ехр(| Ф, (г) |} < 
п —О
<р* (г) ехр{р* (г)}<р(г),

то Ч т, (г) (р, О). Легко проверяются и остальные свойства функции
(z).

4 Пусть 9(;) произвольная измеримая на S функция. Для 
всех пар чисел е^>0 и о^>0 в каждом классе Н (р, D) можно найти 
функцию О'(г), такую, что

1. Радиальные граничные значения G (z) существуют почти всю­
ду на S. Обозначим их через £(;).

2. На некотором множестве Т с мерой, большей 2՜—о,
а) 1?(<)֊£(01<л;
б) sup|G(rOI<2(|®(;)H-e).

Действительно, по теореме Лехто (՛) можно найти аналитическую в 
I) функцию / (г), радиальные граничные значения которой почти во 
всех точках S совпадают с ?(;).

Берем 7>0 настолько малое, что

1^1(1—()е,։) -Т(е|։))<е

на некотором замкнутом множестве Г, с мерой, большей 2z--i- 
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Функция А |(1 —‘Оге‘ | непрерывна на D. Следовательно, суще­
ствует 0<G < 1, такое, что

ИП — 7) rei0| — ?(Z)| <8
при и ri ՝

Пусть
М = max | F |(1 — у) z| |,

•ч о
Для v] = — , согласно 3 , можно найти функцию Ч\ (?) из клас- 

2 ֊2
са н( — — ; D ), такую, чтобы

\ М /
1. Ее радиальные граничные значения существовали бы на не­

котором множестве 7։ полной меры: mes Tt = 2՜. % fj
2. На некотором множестве 7\ с мерой, большей 2՜-,

—
sup | (ге‘®) | < 2.
0 г<1 2՜

Обозначим (7 (?) = А'|(1 —ч)г| ЧГ_в (г). Нетрудно видеть, что она удов- 
2

летворяет всем вышеупомянутым требованиям, если взять 7' 7\Х
ХЪ-Т*

5°. Теперь мы можем перейти к доказательству теоремы. С этой 
целью возьмем последовательности чисел (е*2>0) и такие,
что 

во ОО

V < +оо \ 8л< + оо. (13)
Л-1 л-1

Согласно 4°, для функции <?(;) и для пар чисел ех и о, в клас- 

; можно найти функцию имеющую почти всю­

ду на 5 конечные радиальные граничные значения. Обозначим их 
^Д;). При этом существует некоторое множество 7'1а8 с мерой, 
большей, чем 2-—8։, на котором выполняются следующие условия:

а)
б)

I?(O֊£iG)I<Si;
sup |G։ (г;)1< 2(|?(;)Ц-г։). при t£7\.
О г 1

Пусть ^|(;) = йг1?) для тех точек где радиальные граничные
значения (г) существуют и конечны. Остальные точки окружности 
5 обозначим Д1։ принимая на нем £\ (;) 0. Имеем тез Д։ - 0.

Функция <?(;)—£։(;) определена и измерима на 5. 
для функции [<р (:) — £1 (;)] и для чисел 

0։(з) из класса Н и 

Аналогично 
s։ и о2 по- 

а также
вышесказанному 

строим функции

множества Г։ и А3.
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Пусть уже определена функция Лля функции [9 (?) _
/'՜1 *г՝5яИ

— и лля паР чисел гп и &л мы, согласно 4 найдем фунцкию
*=։ Я

]1 • М ։ имеющую конечные радиальные гра-
2я / 

личные значения почти всюду на 5.
Обозначим их ял ($). При этом существует некоторое множество 
Глс5 с мерой, большей, чем 2՜ —5Л:

тез Тп >2՜ — *л, (14)

Gn (z) из класса Н

на котором выполняются следующие условия: 
п—I

к 1

(15)
л—1

б) sup G„ (rE) I < 2 (I ? (';) - V gfc) | +е„).
0 ֊' ՛ »-1

Пусть (О гЯп(՝) для тех точек c£S, где радиальные границ, 
ные значения Gn (2) существуют и конечны. Множество остальных 
точек окружности 5 обозначим .4„, принимая на нем я’(5)=0- Имеем 

mes4n = 0. (16)

Гак как (7л(г)(֊А/( ; £)), то ряд с членами Оп(г) сходится

равномерно внутри В и его сумма

л=1

принадлежит классу Н(и, D).
Пам остается доказать, что радиальные граничные значения С (г) 

почти всюду на 5 совпадают с <?(;).
С этой целью рассмотрим множество

ос ео

' ։А‘/ J 1 ' ПЬ
к 1 л=1 т-*п

Из (13), (14) и (16) следует, что

тез/? = 2т:. 08)

1 Р1) ёп (?0) = Ял (՝о) Для всех п. И, кроме того, $О^ 7Я, на­
чиная с некоторого номера п0. Значит, при п > п0 отсюда и из (15а) 
следует, что

'Ял(иК£л-14-ел, (19)
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я из (156) - что
8ир|Оя(г$0) кге,,-! 4- =л.

0 Сг< 1
(20)

Так что, если е>0 произвольное число, то из (13) можно взять 
настолько большим, чтобы

Тогда из (17) и (20) будем иметь
/710 х

5ир I О (г։0) — 0„ (п-0) К V Зг„< —■
0<:Г<1 «-1 «-Л..+ 1 2

И так как для всех п
Игл Ол(Г'0) = £„(с0), 
г-1

(21)

(22)

то можно найти ^>0 такое, чтобы при 1—г < выполнялось нера­
венство

вс
\ -
1 о„ (Но) - (и I < — • (23)

о

Из (15а) 
получим

при ; = с0> а также из (22), (23) и (21) окончательно

|^Ио)— 9(?о)1<6-

Ввиду произвольности е этим и завершается доказательство теоремы.
Замечание. Вышеприведенные рассуждения позволяют распро­

странить утверждение теоремы на тот случай, когда ?(;) задана и 
измерима на некотором множестве а на остальной части, т. е. 
на С5Е <? ($) = оо.

Как применение вы [недоказанной теоремы формулируем следую­
щий результат.

Для каждой измеримой на 5 функции ? (?) (она может равнять­
ся оо на множестве положительной меры). Существует аналититиче- 
ская функция Ф (г) такая, что

1. уу | Ф (г) |2 (11 < оо (где (11 — элемент площади).

2. радиальные граничные значения Ф (г) совпадают с ?(;) почти 
всюду на 5.

Ереванский государственный
университет



Է. Մ. Ք1>2ԵՅԱՆ
Ծ*իավ«ր շրջան 1ւ<<լք տրված անսահմանափակ անայիտիկ ֆ«ււնէ|ցիանհրի

Լպրային վարքի մասին

Թող 1)—ն և »$•£ լինեն համապատասխանաբար միավոր շրք^նը ե նր 
իսկ |ձ(/՜)-£ (Ժ,/) միջավայրում տրված իրական» ղրական և մոնոտոն աճելով
ֆունկցիա! Նշանա կ ենր 1/^ք ի))*ով [)֊ում արված անալիտիկ ֆունկցիաների 
մո ղու լով \ են ղերաղան9^մ ^(/֊)-^Ն.

Աք ե ղրաղիդ, > Օ©-/» ձղսւո^ 
ղասրւ որոն

Ներկա Փողվածը հիմնականում

ԹԵՈՐԵՄ. Տ֊Ւ 4гш т!ш* 
ղասում կարե[ի է 
համրնկՆում եՆ <f(z)֊b հեա

ացած չափե^ <ք (;) ֆու-նկքիայի համար ամեն մի Ц (,Л/ ո 
1 < Л I I ЛЛ iC թ II . ո - - /մի ֆունկցի *րի շաո ավիղային Տ մ ան ա յին 4!

համարյա ամենոլրեր Տ~ի վր

Л И Т Е Р А Т У Р А — 9- Г IL l| И Ъ II 1՝ (* 3 П Ь Ъ
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