
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿՈՒՅՅՆԵՐ
Д О К Л АДЫ А К АДЕМ И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
хГп 1966 ~՜^

МАТЕМАТИКА

Р. Л. Шахбагян

Интегральные уравнения в полупространстве
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В полупространстве /?+ = (хп > 0) л-мерного евклидова про­
странства рассмотрим уравнения вида

=5 и У) = ք (х) (хп > 0), (1)

/?л

Эди = и (л) — К (х, х — у) и (у) = /(х) (хя>0). (2)

Теория интегральных уравнений (1), а также систем таких урав­
нений на полупрямой с ядрами, зависящими от разности аргументов 
и принадлежащими пространству /ч ( — оо, 4֊ °с) развита М. Г. Крейном 
и И. Ц. Гохбергом С'2). Решающей идеей при постановке задач для 
уравнений вида (1), (2) является, впервые использованная II. Винером 
и Е. Хопфом, а впоследствии широко развитая М. Г. Крейном (’), 
И. Ц. Гохбергом (3), М. И. Вишиком и Г. И. Эксиным (*), так назы-

ваемая идея „факторизации0 функции К (;1։ :2, ■ • •, 5Л), заключающаяся 
в возможности представления ее в виде произведения двух функций

К+(сх, 5г, •••, МХК-Е2, • • •, £л), где и К- — некоторые функ­
ции, аналитически продолжающиеся по переменной ;я, соответствен­
но, в полуплоскости 1пйя>0 и 1т £„<0.

В настоящей заметке устанавливается нормальная разрешимость 
уравнений (1), (2) при некоторых условиях, налагаемых на ядра 
А(х, г), то есть доказывается тот факт, что однородная задача имеет 
лишь конечное число линейно независимых решений, а неоднородная 
задача разрешима лишь при конечном числе дополнительных усло­
вий, налагаемых на правые части.

Решается также вопрос об индексе соответствующих операторов.
Обозначим через /-։(/?„) пространство комплекснозначных изме­

римых абсолютно интегрируемых функций /(х) с нормой
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|/(х)|^х

/?п

Через £+ = £։(/?+) будем обозначать подпространство всех 
обращающихся в нуль при лл<С0, с нормой

плЛ+ = ։/и) I < ֊ь °°-

Далее, через £«(/?„) обозначим пространство комплекснозначных из­
меримых функции / (х) таких, что

у
2

< 4-11/1!
7?л

а через / . = (/?„) —подпространство всех /££,(/?„), обращающихся 
в нуль при х„ < 0, с нормой

1
2

Пусть ядро Ао (х) £ Л։ (/?л). Обозначим его преобразование Фурье 

через Ао($):

М = ( е^К0(х)дх.

R*
где

11редположим, далее, выполненным условие:

А;(;', сл) = 1 — ^(Г, М ¥=0 при (3)

(/?я — л-мерное пространство точек ; = (;։, ;2, •••, £„)).

Гео рем а 1. Пусть Ко (;) удовлетворяет условию (3). Тогда 
при любом фиксированном Г имеет место представление

а;(г, м=ал ($', и а_($',*„) (— ос < <֊„ -|՜ оо), (4)

2(>е функции (;), к (:) аналитически продолжаются, соответ­
ственно, в полуплоскости 1т5л}>0 и 1гп;„<0 и отличны там от 
нуля. Факторизация (4) единственна.
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Факторизация (4) позволяет перейти к решению уравнения (1).
Теорема 2. Пусть выполнено условие (З).Тогда при любой 

правой части / (х) I. , уравнение (1) имеет одно и только одно 
решение и (х), принадлежащее пространству 1. ,.

Доказательство. Перепишем сравнение (1) в виде

Р+(а+(х)-С К0(*~У)«-()'М)=/(4 (1*)

где Р՝ —оператор сужения на полупространство Рп. и^(х) = и(х) 
при х„ > 0 и и+(х) = 0 при хл<^0.

Продолжим функцию / (х) каким-нибудь образом на все /?„, 
требуя только, чтобы это продолжение 1Цх) принадлежало простран­
ству А, (/?„). Заменим (I*) эквивалентным ему уравнением

«+(л) - | КО(Х — у) и (у) с!у = I/ (х) 4֊ «_ (х), (5)

К
где и֊ (х) — некоторая функция, принадлежащая пространству А.г, то 
есть //_(х)=0 при х„>0. Произведя в уравнении (5) преобразова­
ние Фурье и используя факторизацию (4). получим

К+ (5-, и и (Г. = + !Ь1, (6)
Л_(5'Д„) «_(•', М

где через//, и , и- обозначено, соответственно, преобразование

// (с)Фурье функций //, и , и֊. Функцию Л՜1 ——֊—£ А։, где Г՜' — обрат-
Я-(0

ное преобразование Фурье, можно представить в виде

преобразования Фурье выраже-(Н(хл)—функция Хевисайда). После
пне (7) примет следующий вид:

(8)

где через П+ обозначено преобразование Фурье оператора умноже­
-4- ~

ния на Н (хл): — — сП.п. 11՜ определяется + 10 — 1)л

аналогично, с заменой Л) на —/0. Подставляя (8) в (6) и произведя 
элементарные преобразования, получим
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lf(V, tn

^(ГЛ)а+(Г,

и- (Г, M (9)- Р(1'Лп).

В левой части (9) стоит функция, аналитически продолжающаяся в 
полуплоскость 1т6я^>0, справа —функция, аналитически продолжаю­
щаяся в полуплоскость 1m £„<^0. Следовательно, согласно теореме 
Лиувилля, Р(5', ) = 0 при почти всех V. I

Таким образом, получаем, следующую формулу для решения 
уравнения (1)

«+ (А) = F-՝ I —!------ п *■ )• (10)
\ А'+ (։', 5,) А՜- (?', ?„) /

Формула (10) выведена в предположении существования решения | 
уравнения (Г*). Можно показать, что эта формула на самом деле I 
дает решение уравнения (1). Единственность очевидна. Из формулы I 
(10) вытекает, что оператор 9?<0 осуществляет гомеоморфное отобра- I 
жение пространства £ + на себя. I

Теорема доказана. I
Теорема 3. Пусть ядро К(х,г) уравнения (2) допускает I 

разложение в ряд: I
40

А'(л, г) = V а/(х) К1 (г), I
/-1 I

причем функции а, (х) и К։ (г) (/ ֊ 1, 2,•• •) удовлетворяют следующим I 
условиям: В1

а) функции а, (л) (/= 1, 2,•••) непрерывны по х во всем Рп " I 
равномерно ограничены, то есть I

тах | а, (л) |-< С, (/=1,2,...) I
х I

где С- некоторая постоянная-, I
в) существуют конечные пределы I

1։т а1 (х) = а1 (ос) < оо (/=1,2,---1; I
|х|-*~ |1

с) функции (I — 1, 2,•••) принадлежат Ьу(Рп), причем I 
схооится ряд I

2 II < + °°; I
1-1 I

40

<1) функция К^(г)г=\^ а, (<х>) К, (г) удовлетворяет условиям 
1~\ I

теоремы 2. I
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Тогда оператор ЭХ. действующий в пространстве является 
Ф-оператором.

Идея доказательства теоремы заключается в следующем: опера­
тор ЯК представляется в виде

у)и(У)ау ֊
/-1

п

— 3 (Ф (*) - а, (ос)) К1 (X — у) и (у) (1у =

где

А՝и = К1(х-у)и(у) Лу,

Л

/-1

Оператор /— /Ц обратим по условию. Можно показать, что оператор 
А, представим в виде суммы операторов вполне непрерывных и опе­
раторов, имеющих малую норму, откуда будет следовать теорема.

Следствие. Индекс Ф-оператора ЗХ равен нулю.
Ниже будет сформулирована теорема, являющаяся обобщением 

известного результата М. Г. Крейна (1), относящегося к уравнению 
вида

Тх = х(£)~ К (( — «) л (5) дз = / (0 (0 ос),
е / о

а именно, как показано в (։), оператор Т, действующий в простран­
стве Е, является Ф-оператором, если выполнены следующие условия:

ФМ. 1- *(*)¥=() (-оо<л<4-ос), (11)

, = ,„^(1 - л (к)) = |аг<’(1 -К(Х))С— <0, (12)А- +

причем индекс оператора Т равен | *|,
Под Е понимается одно из следующих пространств:

£ + {р > 1), с°+ с С+ с Ми с с ЛГ

где /.^—пространство всех измеримых функций /(/) с конечным ин­
тегралом по полуоси от |/(0 И+ —пространство, сопряженное к 
пространству £+, состоящее из всех ограниченных функций, Мск и 
/И"—подпространства пространства М + . Первое из этих пространств 
состоит из всех непрерывных функций, а второе- из всех равномерно 
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непрерывных функций. С+ обозначает пространство непрерывных 
функций, имеющих предел на бесконечности. Подпространство всех 
функций /(/) £С+, для которых /(оо) = 0 обозначено через С°(.

Теорема 4. Пусть ядро /< (/, г) уравнения

I — в) х (в) дв = / (Т)

удовлетворяет условиям а) с) теоремы. 3. Пусть, далее, (г) = 
= Иш/< (/, г) удовлетворяет условиям (11), (12). Тогда оператор

Л, действующий в пространстве Е, является ^-оператором с ин­
дексом, равным | V |.

Пользуюсь случаем принести глубокую благодарность профессору 
ЛА. И. Вишику за внимание к моей работе.
.Московский энергетический институт
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* М. Г. Крейн. У.МН, XIII, вып. 5 (1958), 3 ֊120. * И. И. Гохберг и М. Г. 
Крейн. У.МН, XIII, вып. 2 (1958). 3 -72. 3 /7 Ц. Гохберг, У.МН, XIX, вып. 1 (1964), 
71-124. « М. И. Вишик и Г. И. Эскин. У.МН, XX, 3 (1965), 99—161.


