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Дробнолинейные преобразования У-нерастягивающих операторов

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяном З/УП 1965)

1. У-нерастягивающие операторы в гильбертовом пространстве на­
шли широкое применение в теории устойчивости решений канонических 
систем дифференциальных уравнений (') и в общей теории несамосо­
пряженных операторов (2՜5). Одним из весьма полезных приемов изу­
чения У-нерастягивающнх операторов являются их дробнолинейные 
преобразования специального вида, впервые, по-видимому, рассмотрен­
ные в алгебраическом (конечномерном) случае* В. П. Потаповым (3). 
Его результаты были затем обобщены Ю. П. Гинзбургом (*՝7 8) на слу­
чай У-нерастягивающих операторов в гильбертовом пространстве У 
обоих этих авторов (как и в (6)) значительную роль в рассуждениях 
играют скалярные произведения, нормы, сопряженные операторы, а в 
случае бесконечномерного (гильбертова) пространства—ограниченность 
рассматриваемых операторов и задание их во всем пространстве.

Внимательный анализ интересующих нас дробнолинейных преобра­
зований показывает, что они (как и само понятие У-нерастягивающего 
оператора) сохраняют смысл и в общих банаховых пространствах (°). 
Более того, значительная часть рассуждений носит чисто алгебраический 
характер и проходит в любых линейных (не нормированных) простран­
ствах. С этих рассуждений мы и начнем.

2. Пусть Е линейное пространство (вообще говоря, бесконечно­
мерное), разложенное в прямую сумму Е = Е¥ + Е- двух линеалов 
Е± = Р±Е, где Р± соответствующие этому разложению проекторы. 
Справедливы следующие предложения:

I Если линейный оператор V, действующий в Е с некоторо­
го линеала О (V), обладает тем свойством, что существует {од­
нозначно определенный) оператор (Р— Р 1/)՜1 , то преобразо­
вание

£/ = (Р_-Р+1/)(Р+-Р_к)֊’ (1)

Недавно М. Г. Крейн обнаружил, что в статье 1956 гола Р. Ботт (6), по-види­
мому, независимо от В. П. Потапова использовал по существу подобного же рода пре­
образование над конечными /-изометрическими матрицами.
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относит оператору V оператор 6, обладающий тем свойством, 
что существуют операторы (Р+ + иР_)х и (Р+ ± Р_И)~Х. При 
этом преобразование (1) относит различным операторам V раз­
личные операторы и.

2°. Пусть линейный оператор и, действующий в Е с линеала 
О (Ц), обладает тем свойством, что существует (Р _ — 12Р_)~ ’• Тог- 
да преобразование

V = (РЛ - иР_)֊х(Р_ - ирлд (2)

относит оператору И оператор I/, для которого существуют 
операторы (Р* ± Р.У)՜1 >• (Рц. ± 17Р )՜*.

В утверждениях I) и 2) разности операторов, очевидно, мож­
но заменить их сум чачи. Я

Эта лемма позволяет, в частности, выяснить, когда операторы, 
с ня MHHi.it преооразованиями (1) и (2), оказываются заданными всю­
ду в Е. I

I < о рем а 2. Пусть операторы и и V, действующие в Е с 
линеалов 0(12) и 1>(\) соответственно, связаны формулами об- 
^ии1,> н"''У " (2)- Тогда, если О(\) — Е, то для того, чтобы и 

( ) = Е, необходимо и достаточно, чтобы оператор (Р_УР )~х 
был обнозначно определен всюду в Е-. Если же О(П) = Е, то для

Преобразования (1) и (2) оказываются тесно связанными между 
собой, о чем свидетельствует следующая

Теорема 1. Пусть V и и — линейные операторы., действую- 
щие в пространстве Е — Е+ -1֊ Е- с областей О (V) и О (П) соот­
ветственно. Следующие утверждения 1) и 2) равносильны:

1) (а) и = (Р_֊р+Ю(Р+֊Р-Ю-'; 
(б) Р< Р(У)с(Р+- Р_У) Р (V).

2) (а) V = (Р, - ир՜)-' (Р_ - ^/Р+); 
(б) Р+П(П) с Р(И).

В частности, условия 1)(б) и 2) (б) необходимы для того, 
чтобы произвольные операторы И и V были связаны формулами об­
ращения (1) и (2).

3. В дальнейшем неоднократно используется следующая
Лемма (В 9). Пусть Т — произвольный линейный оператор, за­

данный всю <у в Е^Е^ + Е-. Следующие три утверждения экви­
валентны: Я

1) оператор Р^.~-Р_Т отображает взаимно однозначно Е на 
все Е; ,-ЛИ

2) оператор Р+— ТР_ отображает взаимно однозначно Е на 
все Е\

2) оператор Р_ТР_ отображает взаимно однозначно Е— на 
все Е . . - < 



того, чтобы и О(У)=Е, необходимо и достаточно, чтобы 
(Р_иР )՜' однозначно определен всюду в Е_.

Разумеется, условия теоремы 2 можно с помощью леммы моди­
фицировать, заменяя их эквивалентными условиями.

Теоремы 1 и 2 можно переписать по-иному с помощью простой 
замены обозначений: и на (— Р) и V на (—£/). При этом условия 
1) и 2) теоремы 1 соответственно примут вид:

Г) (а) V = ֊ (Р_ + Р+и) (Р+ + />_(/)֊’ ;
(б) Р+£)(£7)о:(Р+ + Р_и)О(и).

2') (а) и = - (Р+ + УР_)֊> (Р_ 4֊ УР3;
(б) Р+О(У)сД(У).

Это формальное преобразование, оказывается, имеет еще и другой 
смысл, вскрываемый следующей теоремой:

Теорема 3. В том и только том случае, когда одновре­
менно Р^О (V) с П (I/) и Р} Р (€/) сз £) (£/), все четыре утвержде­
ния-. 1) и 2) (из теоремы /) и Г) и 2՛) равносильны.

Следствие. При выполнении условий Р О (V) а И (V) и 
Р^ И (И) с [) (И) (или равносильных им условий Р (У) с (Р + — 
— Р_У)О(У) и Р+О(и)а(Р -Р_и)Р(и)) формулы

Ц = (Р_- р* У)(Рь _ Р_ У)֊1
« 1У = -(Р^ + УР.)՜1 (Р_+ УР+)

задают один и тот же оператор. При этом оператор V восста­
навливается по оператору И с помощью любой из двух эквива­
лентных формул

V = (Р+ - 6/Р_)-’ (Р_ ֊ ир^ 
и У=-(Р +Р469(Р+-Р_^)֊։ .

Замечание 1. Легко понять, что все приведенные выше пред­
ложения можно заменить „двойственными14, поменяв ролями проек­
торы Р( и Р (и, соответственно, подпространства Е+ и Е- ).

Замечание 2. Можно, следуя В. П. Потапову (3) и 1О. П. 
Гинзбургу (’), рассмотреть оператор J = PJr—P_ и произвольную 
пару операторов А и В, заданных всюду в Е и обладающих свой­
ствами:

АВ = ВА, УА = АН УВ = ВУ, А2-Вг = У.

Отправляясь от этой пары А, В, можно было бы всю теорию 
дробнолинейных преобразований построить на формулах обращения

и= (В - ДУ) (Д ֊ЯУ)-> , 
или

и = ЛА— УВ)֊' (В - УД)У,

У = (Д ֊ иВ)֊' (В-ПА)

У = У (В — АИ) (А — ВИ)՜1 У,
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которые при Д = Р4, В = Р_ переходят в формулы 1) (а), 2) (а) или 
Г) (а) 2') (а) соответственно, которыми мы и ограничимся, как 
вполне достаточными для нашей цели.

4. Пусть теперь Е = Е+ + £_ — б а и а х о в о пространство 
Е^Р.Е, где Р.-ограниченные проекторы. Оператор У 
с Г) (V) <= Е называется Е-нЬрастягивающим (в), если для всех

IIР+ Ух II2 + \\Р_ х II2 < II Р_ Ух II’ + II Р+х ||«. (3)

Если положить Е(х) = \\Р+х\\--\\Р_х\\2(х £ Е), то неравенство 
(3) равносильно записи Е(Ух)^Е(х), объясняющей термин „./-нерас­
тягивающий**. ։

В случае, когда для всех хС Р (У) в (3) имеет место равен­
ство, оператор У называется Е-изометрическим.

Лемма 1 из (9) гарантирует для всякого 7-нерастягивающего 
оператора У в Е существование оператора (Р —Р_У)՜' . Более то­
го. с помощью теоремы 3 из (9) устанавливается.

Теорема 4. Если Е -нерастягивающий оператор У в бана­
ховом пространстве Е = Е Е замкнут, то оператор и — 
= (Р Р У) (Р^ — Р У)՜’ ограничен и замкнут. Обратно, если 
замкнут и ограничен оператор и и имеет смысл формула У = 
= (Р_ — С’Р )՜1 (Р — ИР), то оператор У замкнут.

Однако теорема 4 не выясняет, какими дополнительными свой­
ствами обладает оператор С/— дробнолинейное преобразование (1) 
-/-нерастягивающего оператора У. Полной ясности здесь удается до­
стигнуть в том случае, когда Е — гильбертово пространство, а Р^ 
ортопроекторы, т. с. Е = £+ Ф Е . Используя (3), теоремы 1 и 4. 
получаем следующий результат.

Теорема 5. Преобразование (1) осуществляет взаимно од­
нозначное соответствие мем ду всеми Е-нерастягивающими опера­
торами У в гильбертовом пространстве Е — Е^. Е , обладающи­
ми свойством £) (I/) с — Р У)О(У), и теми сжатиями и 
в Е 1), которые обладают свойствами: 1) Р +Г) (С/) с: О (£7); 
2? (Р+ ПР ) ' существует. При этом обратное преобразование 
дается формулой (2). В соответствии У Е-изометрические 
операторы V переходят в изометрические и и обратно, замкну­
тые операторы переходят в замкнутые. &

5. Особую роль в приложениях играет следующий подкласс 
класса 2-нерастягивающих операторов в гильбертовом простран­
стве /?: 7-нерастягивающий оператор У в Е называется двусторонним 
7 нерастягивающим (։՛7’ н), если он определен всюду в Е(О(У) = Е), 
о։ раничен, и сопряженный оператор У*— также 2-нерастягивающий.

1 с о ре м а 6. Для того чтобы Е-нерастягивающий оператор 
V, заданный всюду в гильбертовом пространстве Е—Е\ ‘ Е_, 

б



был двусторонним ]-нерастягивающим, необходимо выполнение 
всех и достаточно выполнения хотя бы одного из следующих ус­
ловий-.

1) (Р.֊ Р\)Е = Е-, 2) (Р-УР_)Е = Е- 3)РуЕ- = Е~.

В терминах преобразования (1) оператора V' эти условия 
можно заменить эквивалентными условиями, налагаемыми на 
сжатие и, заданное всюду в Е\

1') (Л ֊ РУ) Е = Е-, 2')(/>+ ֊ L'P_) Е = Е- 3')Р UE. = Е_ .

В доказательстве теоремы 6, помимо леммы и теорем 2 и 5, ис­
пользуются результаты, установленные в (9).

Сопоставление теоремы 6 и следствия из теоремы 3 показывает, 
что в случае двустороннего /-нерастягивающего оператора справед­
ливы оба варианта формул обращения 1), 2) и Г), 2'), о которых 
шла речь в теореме 3.

Теорема 6 покрывает собой и усиливает все ранее известные 
критерии пдвусторонности“ (4> '՝ 8), а также дает ряд новых. Суще­
ственным моментом здесь является то, что в „достаточной” части 
критериев, устанавливаемых теоремой 6, не требуется, чтобы опера­
тор V был a priori ограниченным. Напротив, его ограниченность яв­
ляется уже следствием выполнения любого из условий 1) —3) или 
П-з').

/-изометрический оператор V называется J-полу унитарным, ес­
ли D (IZ) =/Г, и J-унитарным, если D (V) ~ V D (V) = Е. /-унитар­
ные операторы образуют подкласс класса двусторонних /-нерастяги­
вающих операторов.

3°. Для того чтобы J-полуунитарный оператор в гильберто­
вом пространстве Е — Е + ф Е_ был J-унитарным, необходимо и 
достаточно, чтобы Р{ VE+ = Е± и Р_ VE- = Е_ *.

Теперь теорему 5 можно дополнить следующим образом.
Теорема 5'. В преобразовании, описанном теоремой 5, дву­

сторонним J-нерастягивающим операторам V отвечают (взаимно 
однозначно) сжатия U, определенные всюду в Е и обладающие тем 
свойством, что оператор (P_UP_)՜' однозначно определен всюду 
в Е~ . В частности, J-унитарным операторам У в этом преобра­
зовании отвечают (взаимно однозначно ) унитарные операторы U 
с обратимыми (соответственно в Е+ и Е ) „клетками' Р UP+ 
и Р UP .

Одесский инженерно-строительный 
институт

' По существу, это предложение содержалось уже в § 14 работы (|0), так как 
его доказательство в (10) не опиралось на сделанное там предположение: 
dim Е < со.
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£ = £ »E հի յրե րտ յան տարածության մ ե f , որտեղ E и P ц. Е» իսկ P r (P|. “J“ 
փ P = 1) որթոպրոեկտորներ են t դիտարկվում են J—չձգող Օպերատորները, որոնը 

սահմանվում են հետևյալ պա յմ տնով

ր Vx||* + ||P_A-||։.<||P_ Vx||։+l|P+rX||։ X է D ( V) (1)

Եթե ք>( V) = £ ե V-ի <ետ միասին I Л-£г նո։ յնպես J—չձգող է, ա պ տ
վոլմ 4 երկկողմանի J-- չձգող։ Եթե ( 1 )-ում րո/որ Д’£ D(V) համար տեղի ունի հտվասա֊
րության նշան, \’-ն կկոչվի J—իղոմ ետրիկ , մասնավորապես^ եթե Լ) ( V) = VD ( 1/) =

ապա նա կկո>վի J—ոլնիտար։ 
Հիմն ա կան արղյոլնրր.

U=(P_-P+V)(P+~P_V)՜1

կոտորակագծա քին ձևա ւիո/и ո լ թ յուն ր ստեղծում /, ։իո ի» մ իա ր մ եր հ ա մ տ սլա տ ա иքս ան ութ յ Ո ւն
РD ( Vr)cz (P * — P— V) D ( V) հատկու 
ների ե E-^ւմ տված այն սեղմող Ս{\\Ս\

Ունե րյ ող բոլոր 1Հ J-- ձգվող օպերատոր֊
պերատորների մի^և, որոնր ունեն հետև-

ր էՈ կոլթ յոԼ-նն ե րր1

1) P D (Լ !) CZ D (I )» գոյություն ունի (/Հ_--- է Р_ )
իւությունր տրվում է հետևյալ բանաձևով

է'նղ որում հակադարձ

V = (Р+ - UP՜, г1 (Р_ ֊ UP+ )

и հ տ մ ս։ պա տ ш и [и ան n I թ յուն ը V J—իղոմետրիկ օպերատորներր տանում կ Լվ իղո- 
մետրիկ օպերատորների վր ա ե րնղհակաՈակր, իսկ *իակ օպերատորները տանու •f է փ ա 
կերի վրա։

ե ր կ կող մ տն ի J—լձղող օպերատորներին հ ta մ ա պա ։ո ա и խ ան ո լ մ են է՛ սեղմումները, 
որոնր որոշված են ամենուրեը ե ոլնեն այն հատկությունը, որ (Р РР ) օպերատորը
միարմեր որո 
համա պա տա и

շված է ամենուրեք E-ում! Մասնավորաբար, V J-ոլնիտար օպերատորներին
մ են (փոքսմիաբմ եր) (՚ ոլնիտար օպերատորներ1 Р Աթ ձ p. UP-

հա կաղա րձե լի < վ ան ղ ա կն ե ր Ո վ Ъ (համապատաս * ո .Г).
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