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1 ’ Р Нсванлннна принадлежит следующий результат ((’), стр. 611.
Пусть фхнкцня/(с) мероморфна при 2<оо, и /(0) = 1.

Г« г ы при всех г и /?. !)• справедливо неравенство

-1 1п 7(7?) +- 31п 1 + 4 1п 7? + 21л—+ 24. 
/?— г г

В этой гамет.е доказана такай теорема.
Теорема Пусть функции /(г) мероморфна при |с|<^2,

2 и /(0) = 1. Тогда при всех я, I, и всех г и
/? •- 2. <. прчвео.шво неравенство ■

/ 1' \ 1 I 32 / г \ ֊ ’ ’ • 1 1т г, /-] - 1н | — _ I-------г ՝ 7՝(/?) -ф — 1п 2, (11
' / а 11 — а ' R I | а

Т (/?) = шах (/'(/?). 1). . |ЬЯв^

Для сравнения с результатом Р. Неванлинна заметим, что из (I) 
непосредственно вытекает соотношение *.•

/ /■' \ 1 + / 1 \ + 1 / 1 \ -т(г~} —\пТ(Н) (I------ )|п—-- -----— )1пЯ֊
/ 2 \ а / R — г \ з /

г з 1 а • 

։ \н>жнг брать сколь угодно близким к единице, то
в этом с< отношении коэффициенты при 1п 7 (7?). |ц ' и 1п R 

R г
можно сделать сколь угодно близкими соответственно к 1. 2 и 2.

При помощи нашей теоремы мы получим, что для любо։։ мероморф- 
ной но всей плоскости функции / (г), имеющей порядок о, справед
лива оценка '/И

11т (1пг) /«(г, шах (р — 1. О). (2)

ОТО



Легко проверить, что .тля 
функция Миттаг-Леффлера,

функции /(?) = £,(?), где Е,. (г) -

Е, (г) = V
*1-0

2*

Г (1 Ч-пр-1)’

(I (21 имеет место знак равенства (при целом р можно рассмотреть 
также функцию ехр(г*)).

2. Доказательство теорем ы. Будем исходить и । формулы 
Шварпа-Неванлинна (С1), стр. 4):

2г.
1п/(г) = ±1՜ш।гфь?л: у

<Т 2*Л 5еп-га -1 х։֊акг

и՛ а* — нули функции/(г), Ь1 ее полюсы. Дифферен-
цнруя по г, получим

/(£)
Нг)

֊— & + V 5.= -----
(хе — г)։ (х։— а*г)(г—«»)1аА| ։

V . зг-1^1г
- (> - Ь,г)(г Ь<)

Р/
Обозначим через {ст} теоретико-множественную сумм) последо

вательностей {а*} и {(’/}. Замечая, что
2։

11п 1/(хе'(')||46 = т (х. О) + т (х, ос) 2 Т (х).
</ 
о

1 ст р
(х* — стг)(: с„)

՛՛՝ дем иметь

Г (г) 4$Т(х) X У 1
/(г) (х —|г|)։ 5 —р1| ",|г ^<>.1՛

Из этого неравенства следует, что ()<։ I)



Так как

то мы имеем

-$*I>»(Д, О I Л (Д>, до 11 
։ I — »)($ — г)" г*

В угом тратт тн»՛ 5 произвольное число, такое что г<^{ Ц. 

Положим з «= (А? - г). Замечая. что $

з г R — 5 —(А?—г), Г(|)^7(Я),

_,։ «и _4< * Г п{։. О) г Щ1, «)
р — 5 / ։ < ■ .֊ _л

—------(ЛЧЯ. ооП<—------ 27(Л>< Г(Р».
R х R — $ R — г

получаем

(Я-г)”
Г (R)

(1

г՜'Г (Я).
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Так как

то теорема доказана
Замечание. Попутно доказано, что для ысроморфнии при 

г |< 2. 2 ч. «. функции / (г) с / (0> — 1 и любы։ «. г и R 0 < я < |, 
0<г<₽<2. справедливо неравенства

О

Этот результат, как нам кажется, представляет самостоятельный ин
терес, поскольку он приминает к следующей важной теореме У. Дж 
Фукса (*): если / (г) мероморфная во всей гм ос к ости функция ко
нечного нижнего порядка /. то существует послсдонатгльност! г ос 
такая, ЧТО при Г «= гя

*дг К (к) положительная конечная величина, зависящая лишь от » 
(получениям Фуксом опенка .для А('| была позднее усилена В. II. 
Петренко (*• «)). Величина, стоящая слева в (4>, обращается в ос 
при г ֊ I сж . поэтому для нее невозможна оценка Эл» «тех г. яня 
И1ГНЧИ8Я (3).

Так как

+ 1п 2.

то из теоремы Фукса следует дополняющее нашу теорему утверждение 
что для всякой меромирфной во всей плоскости функции /(г) конеч
ного нижнего порядка к можно указать последовательность г, * «ж 
гякую. что при г » г

I * (*> г (Г) (5)

3°. Докажем теперь соотношение (2) Легко видеть, что общность 
не уменьшится, если мы будем считать, что /(0) = 1 Полагая в (И 
/? = 2г, получим
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, Г \ 1.1 12« Т (2г) I , 1п2
■՛! / г. ' ) I" , ---- я---- ' ----- -\ / / а I I а г I а

1 |(, Т <2 г) + 1 4 ֊’ 111— . (6>

Так как при любом 0 справедливо Г (2г) = О ((2г)’+։) =
г — оо, то ' ..Л 1

Г* ՝ 1•п(г. ■ I — тах(р4֊г-а, 0)1пг 4-0(1), г —аз,
\ / ' 1 ։

откуда | 
1(ГП(1||Г» 71 ( Г, 1 —тах (о :-з —а. 0).

Устремляя £ к 0, я а к I, получаем (2).
Замечание I. Если /(г) мероморфная во 

функция нижнего порядка к, то
всей плоскости

11ТИ (1|1 Г)՜ ' 771 I г.
Г-*- ж \

шах (к 1, 0)

(ли доказательства этого соотношения нужно воспользоваться 
(Ь) и тем обстоятельством, что для любого г^>0 найдется последо
вательность г. • <. тля которой / (2г„ )=О(г‘+։). п — эо

Замечание 2 Неравенство

1(т (1п г) 1 ш

которое слабее и (2| и (7). легко следует из (5).
Замечание 3 Одним из авторов было доказано ((4), стр 

286 287). что если / (г) мероморфная во всей ПЛОСКОСТИ функция
рода р. то 

, Г \
/и ( г. ) -- /»1п >■ 4֊ о(1), г — ос. (8)

। 7
Как изнистно/ всегда р ъ р ՛ ]. Если мы имеем р < гг<1р т I 

и то из (2) следует (8). Если же р = р 4֊ I или /? = 0. то (81 
из (2) не следует. • Мы можем все же сейчас иол)чнть (8) при 

Р<х I (тогда /> = 0). Для этого заметим, что

՝-
я

и поэтому из (3) с R 2г, р<а 1 вытекает
256

I — я
г (2 Г) 4- 1

= о(1).

Харьковский юсулз|ктнскнын университет 
им, А М Горького
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Վ111* ԽԴՈԱՆ ll’l. Ի. ‘I. IlllSfՈ’111’րԻ

(ГЬгП'Гпгф ֆա Ճ1|<յիափ III<Jtur|iplT<uկւօ6 jCB|^ էքՀօւփքւ

Հր.7^ա*-« մ աայացոլզվա Հ Լ հետեյա/ թեորեմը'

ենթադրեն ը J (շ) ֆունկցիան մերոմորֆ 4 |z| 2, 2 !Ю յրքանոԼ մ ե / (0) = I Г
«|7 J ГТГ «֊ЬЬр}, 0 ։<! 4 Հ "/'•/’ ր f- R, 0<֊ Г < # - U արյէր\ւրի հաԼար
Ւր»/’ 4 -/•/«/ ա»Ն հավասարություՆր

.րաեՀ 7 (Ա) 1ՈՅ* (7 (Զ), 1)/
թեորեմը րՈ (ր, ք'1ք)֊ի համար աաչիո Հ *^4^ւՒ *11 էԴ" , ը աՆ

Ռ. նևան/ինային պաակաՆող թեորեմը [ 1|» 4ք 01։
1՝եր4*^^ թեորեմի ոպնոլթյամր ասյացացվոէմ Հ, որ ամրո^յ հարթության մեքմե 

րոմորֆ ն /(’) հ^մար իրանայի Լ

|1ա (|ո ր)՞“ րո (ր> ------) < 1ՈՅ> (ս-) .0)ր-**- \ Հ '
յ^ւ ո f Р յ^ւն ր, որտեղ >Ն^րա^որ Լ Նաե iu/^ւսսարու թյաՆ \աՆր։
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